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確率的ボラティリティ変動モデル：

分析法とモデルの発展

渡　部　敏　明

1．はじめに

　近年，資産価格の時系列分析では，ボラティリ

ティと呼ばれる 2次のモーメントの変動に注目

が集まっている．ボラティリティは投資リスクの

指標であるとともに，オプション価格の決定要因

でもある．そこで，もしそれが時間を通じて変動

するのであれば，その変動をうまく捉えられるよ

うな時系列モデルを開発することは，単に研究者

の間だけでなく，投資のリスク管理という観点か

ら実務家にとっても重要である．ボラティリティ

の変動を明示的に定式化する時系列モデルとして

は，これまでに，大きく分けて，2つのものが提

案されている．1つは，Engle（1982）によって

提案された ARCH（Autoregressive Conditional 

Heteroskedasticity）モデルとそれを発展させた

モデル（本論文では，以下，そうしたモデルを総

称して，ARCH 型モデルと呼ぶ）であり 1），もう

1つは，確率的ボラティリティ変動（Stochastic 

Volatility; 以下，略して，SV）モデルである．

ARCH 型モデルがパラメータの値を最尤法に

よって簡単に推定できるのに対して，SV モデル

は尤度を解析的に評価するのが難しいため，パラ

メータの推定には最尤法に代る推定法が必要にな

る．

　SV モデルの推定法にはこれまでさまざまな方

法が提案されているが，その中で，特に注目を

集めているものに，Jacquier，Polson and Rossi

（1994）によって提案されたマルコフ連鎖モンテ

カルロ（Markov-chain Monte Carlo; 以下，略し

て，MCMC）法を用いたベイズ推定法がある 2）．

SV モデルのような尤度を解析的に求められない

モデルの場合，パラメータの事後分布もベイズの

定理を用いて解析的に求めることができない．そ

うしたモデルをベイズ推定する場合には，何らか

の方法を用いてパラメータの値を事後分布からサ

ンプリングし，サンプリングされた値を用いてパ

ラメータを推定するという方法がとられる．解

析的に求まらない未知の事後分布からのサンプ

リングを可能にしてくれるのが，MCMC 法であ

る 3）．MCMC 法とは 1回前にサンプリングされ

た値に基づいて次の値をサンプリングする方法

の総称であり，代表的なものに Gibbs sampler と

Metropolis-Hastings（MH）アルゴリズムがあ

る．

　SV モデルをベイズ推定する場合，パラメータ

だけでなく潜在変数であるボラティリティも同時

事後分布からのサンプリングを行う．その際，ボ

ラティリティは標本の大きさだけあるので，それ

をいかに効率的にサンプリングするかがポイン

トとなる．Jacquier，Polson and Rossi（1994）
は，各期各期のボラティリティを別々にサンプリ

ングする single-move sampler と呼ばれる方法を

用いていたが，この方法を用いるとサンプリン

グされた値に高い自己相関が生じ，MCMC 法の

収束が遅い上，推定値の標準誤差が大きくなる

ことが Shephard and Pitt（1997）によって示さ

れている．そこで，その後，Shephard and Pitt
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（1997），Watanabe and Omori（2004a, b）らに

よって multi-move sampler, Kim, Shephard, and 

Chib（1998）によって mixture sampler と呼ば

れるより効率的なボラティリティのサンプリン

グ法が提案されている．本論文では，こうした

MCMC 法を用いた SV モデルのベイズ推定法の

最近の発展についてサーベイを行っている．

　ベイズ統計学では，通常，モデル比較に周辺尤

度（marginal likelihood）を用いるが，SV モデ

ルの周辺尤度の計算方法やモデルの診断の方法も

提案されているので，そうした方法についても簡

単に解説している．また，SV モデルは推定が難

しいため，ARCH 型モデルと比べると，これま

でモデルの拡張はあまりなされてこなかった．し

かし，近年，推定法の開発に伴い，SV モデルの

拡張も行われるようになってきた．そこで，本論

文では，そうした SV モデル自体の最近の発展に

ついてもサーベイを行っている．

　本論文の以下の構成は次の通りである．まず，

次の第 2節で，通常用いられる簡単な SV モデル

について解説する．続く第 3節で，SV モデルの

MCMC 法を用いたベイズ推定法を解説し，第 4
節で，SV モデルの最近の発展についてサーベイ

する．最後に第 5節で，今後の課題について述

べる．

2．SV モデル

　通常用いられる簡単な SV モデルは，次の２式

から構成される．

        （1）

　（2）

ここで，yt は t 期の価格変化率から平均と自己

相関を除去したものである．（1）式は，yt を

ボラティリティと呼ばれる非負の確率変数 exp

（ht/2）と過去と独立な標準正規分布に従う確率

変数 єt の積として表している．（2）式は，ボラ

ティリティの 2乗の対数値 ht が次数 1の自己回

帰モデル（AR（1）モデル）に従うものと仮定し

ている 4）．さらに，誤差項ηt は過去と独立な平

均 0，分散σ2
ηの正規分布に従い，єs（s ＝ 1，．．．，

T）とも独立であると仮定する．株式市場では，

株価が上がった日の翌日より下がった日の翌日の

方がボラティリティがより上昇する傾向があるこ

とが知られており，そうしたボラティリティ変動

の非対称性を捉えるためには，єt とηt の間に相

関を導入する必要があるが，そうした拡張につい

ては 4. 2節を参照のこと．また，ht の初期値 h1

は ht の無条件分布である平均 0，分散σ 2
η /（1

－φ2）の正規分布に従うものと仮定する．この

モデルで推定すべき未知パラメータは（μ，φ，

σ2
η）であり，この内，重要なのは，ht に対する

ショックの持続性を表すパラメータφである．本

論文では，ht は定常的であると考え，| φ | ＜ 1
であると仮定する 5）．その場合，φが 1に近けれ

ば近いほどボラティリティに対するショックの持

続性が高いことになる．資産市場では，ボラティ

リティが上昇（低下）するとしばらくボラティリ

ティの高い（低い）日が続くことが知られてお

り，こうした現象をボラティリティ・クラスタリ

ング（volatility clustering）と呼ぶ．このことか

ら，ボラティリティに対するショックは持続性が

高いことがわかる．実際，SV モデルを推定する

と，φの推定値には 1に近い値が得られるのが

常である 6）．

　未知パラメータ（μ，φ，ση）をまとめてθ

で表すと，SV モデルの尤度関数は次のように表

される．
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ここで，

この積分が解析的に解けないため，SV モデルの

パラメータは最尤推定することが難しく，最尤法

に代る推定法が必要になる．

3．マルコフ連鎖モンテカルロ法を用いたベイズ

推定

3. 1　パラメータのサンプリング

　ベイズ推定法では，まず，未知パラメータθに

適当な事前分布π（θ）を設定する．従来のベイズ

推定法は，事前分布をベイズの定理

    　   　（3）

によってデータ yを観測した後の事後分布 f（θ|y）

に更新し，得られた事後分布に基づいてパラメータの

値を推定するというものであった 7）．しかし，ベイズ

の定理（3）式の右辺にある f（y|θ）は尤度であり，

したがって，SV モデルのように尤度が解析的に求

まらないモデルでは，事後分布をベイズの定理を

使って解析的に求めることもできない．そうした

場合には，何らかの方法によって事後分布から未

知パラメータθの値をサンプリングし，得られた

値に基づいてパラメータの値を推定するという方

法がとられる．解析的に求まらない未知の事後

分布からのサンプリングを可能にしてくれるの

が MCMC 法である．MCMC 法は，通常のラン

ダム・サンプリングと異なり，1回前にサンプリ

ングされた値に依存させて次の値をサンプリン

グする方法の総称であり，代表的なものに Gibbs 

sampler と Metropolis-Hastings（MH）アルゴリ

ズムがある．

　同時事後分布 f（θ|y）をベイズの定理を使っ

て解析的に求めることができないモデルでも，未

知 パ ラ メ ー タ θ を い く つ か の ブ ロ ッ ク

（θ1，．．．，θk）に分けた場合の条件付事後分布 f

（θi |{θj}j≠i，y）（i ＝ 1，．．．，k）はすべて求めら

れ，かつ，そこからサンプリングを行えることは

少なくない．（θ1 ，，，．．．，θk）はそれぞれ 1変量で

あっても多変量であっても構わない .）こうした

場合に用いられるのが，Gibbs sampler である．

適当な初期値（θ 2
（0）

，．．．，θ k
（0）

）からスタート

して，まず，条件付事後分布 f（θ1| θ 2
（0）, 

θ 3
（0）

， ．．．，θ k
（0）

，y）からθ 1
（1）

をサンプリン

グし，次に，条件付事後分布 f（θ2| θ 1
（1）

，

θ 3
（0）

，．．．，θ k
（0）

，y）からθ 2
（1）

をサンプリング

する．これを繰り返し，最後に f（θk| θ 1
（1）

，

θ 2
（1）

，．．．，θk
（1）

-1，y）からθ k
（1）

をサンプリング

する．以上を第 1ループと呼ぶことにする．こ

の第 1 ループでサンプリングされた（θ 1
（1）

， 

θ 2
（1）

，．．．，θ k
（1）

）からスタートして，同様に第 2
ループを行い，（θ 1

（2）
，θ 2

（2）
，．．．，θ k

（2）
）をサン

プリングする．以上を繰り返すと，第 l ループで

は，（θ1
(l)
，θ2

(l)
，．．．，θk

(l)
）がサンプリングされる

ことになる．緩い制約条件の下で，l→∞とする

と，以上のようにしてサンプリングされた

（θ1
(l)
，θ2

(l)
，．．．，θk

(l)
）は同時事後分布 f（θ1，

θ2，．．．，θk|y）からサンプリングされた確率変

数に分布収束することが知られている 8） ．そこ

で，最初の M ループ（M は十分大きな値とす

る）でサンプリングされた値を捨て 9），さらに N

ループを行ってサンプリングされた（θ1
(l)
，
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θ 2
(l)
，．．．，θ k

(l)
）（l ＝ M ＋ 1，M ＋ 2，．．．，M ＋

N）は，同時事後分布 f（θ1，θ2，．．．，θk|y）から

サンプリングされた値と見なすことができる．

　SV モ デ ル の 場 合，θ ＝（ μ，φ，ση
2
），y

＝（y1，．．．，yT）である．そこで，上の Gibbs 

sampler を 用 い て 同 時 事 後 分 布 f（ μ , φ ,  

ση
2 |y1，．．．，yT）からサンプリングするために

は，例えば，k＝ 3，θ1 ＝μ，θ2 ＝φ，θ3 ＝

ση
2
）として，

f（μ|φ，ση
2    ，y1，．．．，yT），

f（φ| μ，ση
2
，y1，．．．，yT），

f（ση
2 |μ，φ，y1，．．．，yT），

から繰り返しサンプリングすればよいことにな

る．しかし，残念ながら，これらの条件付事後分

布も解析的に求められない．ところが，潜在変数

（h1，．．．，hT）も条件に含めた

f（μ|φ，ση
2     ，h1，．．．，hT，y1，．．．，yT），　 　（4）

f（φ|μ，ση
2     ，h1，．．．，hT，y1，．．．，yT），          （5）

f（ση
2 |μ，φ，h1，．．．，hT，y1，．．．，yT），　 　（6）

は解析的に求められる．ここで，（μ|φ，ση
2
）は

SV モデルの（2）式だけに含まれるパラメータ

であることに注意しよう．（y1，．．．，yT）は（1）
式を通じて潜在変数（h1，．．．，hT）の情報を与

えてくれるので，潜在変数（h1，．．．，hT）の値

が未知の場合には，（μ，φ，ση
2
）の分布を導出

するのに（y1，．．．，yT）と（1）式が必要となる

が，（h1，．．．，hT）の値が与えられると，（y1，．．．，

yT）も（1）式も必要なくなり，（h1，．．．，hT）と

（2）式だけを考えればよいことになる．その場

合，（2）式は（h1，．．．，hT）を観測値とする単な

る AR（1）モデルになるので，（h1，．．．，hT）を

条件に加えた条件付事後分布（4）－（6）は解析

的に求められるのである．また，（h1，．．．，hT）

が与えられると，（y1，．．．，yT）は必要なくなる

ので，条件付事後分布（4）－（6）は，条件から

（y1，．．．，yT）を削除することができる．

　事前分布として，通常，μには正規分布，ση
2

には逆ガンマ分布が用いられる 10）．

μ～ N（μ0，σ0
2），ση

2
～ IG（ν0/2，δ0/2），

φの事前分布には，ボラティリティが定常である

との仮定の下，|φ|＜ 1の範囲で切断された切断

正規分布，または（1＋φ）/2にベータ分布を

仮定する．ベータ分布に従う確率変数は 0から 1
までの値しかとれないので，（1＋φ）/2がベー

タ分布に従うと仮定すると，0＜（1＋φ）/2＜

1より，|φ|＜ 1が満たされる．

こうした事前分布の下では，条件付事後分布

（4），（6）はそれぞれ次のように計算される 11）．

μ|φ，σ 2
η，h1，．．．，hT，～ N（μ1，σ2

1）　   （7）

σ 2
η|μ，φ，h1，．．．，hT，～ IG（ν1 /2，δ1/2，）．
　　 　　　　　　　　　　　　　　　　　 （8）

ただし，

これらの条件付事後分布からは簡単にサンプリン

グできる 12）．

　φの条件付事後分布（5）は次のように計算さ

れる 13）．

ln（f（φ |μ，σ 2
η           ，h1，．．．，hT）） 
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　　（9）

ここで，π（φ）をφの事前分布とすると，

　　　  （10）

である．このような特殊な分布からサンプリング

する方法に，Acceptance-Rejection（AR）アルゴ

リズムと MH アルゴリズムがある．

　いま，確率密度関数 f（x）からサンプリング

したいが，特殊な分布であるため直接サンプリ

ングできないものとしよう．ただし，f（x）は，

少なくとも（9）式の定数項のような基準化定数

（normalizing constant）以外の部分は解析的に求

められ，既知であるものとする．

　AR アルゴリズムでは，まず，f（x）を近似

していて，かつ，そこから直接サンプリングで

き，取り得るすべての x で優越条件（dominance 

condition）f（x）≤ cg（x）を満たしているよう

な提案密度関数（proposal density function）g

（x）と正の定数 c を選択する．それを使って以下

の AR アルゴリズムを実行すると，f（x）から 1
つの値がサンプリングされる．

AR アルゴリズム：

[1] 提案密度関数 g（x）からサンプリングを行

い，得られた値 x（proposal）を使って受容確

率 p を次のように計算する．

[2]　[1] で得られた値 x（proposal）を確率 p で受

容し，確率 1－ p で棄却する．受容された，

x＝ x（proposal）とし，終了．棄却された場

合には [1] へ戻る．

このサンプリングは 1 回前にサンプリングさ

れた値に依存していないので，MCMC 法では

なく，ランダム・サンプリングである．また，

この場合，受容確率 p＝ f（x（proposal））/cg（x 
（proposal））が必ず 1以下であることを保証するた

め，優越条件 f（x）≤ cg（x）が必要になる．こ

のアルゴリズムを用いる際に注意すべきことは，

提案密度関数 g（x）と定数 c を f（x）モードの

近辺で受容確率 p が 1に近くなるように選ぶこ

とである．そうしないと，[2] で何度も棄却が続

いて，サンプリングに時間がかかってしまう．優

越条件を満たしつつ，モードの近辺で受容確率 p

が 1に近くなるように g（x）や c を選ぶのは一

般的には難しい．例えば，モードの近辺で受容確

率 p が 1に近くなるように c を下げると，分布

の裾の部分で優越条件が満たされなくなる可能性

がある．これに対して，以下の MH アルゴリズ

ムでは，優越条件は必要ない．そこで，優越条

件を満たしつつ，モードの近辺で受容確率 p が 1
に近くなるように g（x）や c を選ぶのが難しい

場合には MH アルゴリズムが用いられる．

　MH アルゴリズムでも，まず，f（x）を近似し

ていて，かつ，直接サンプリングできるような提

案密度関数 h（x）を選択する．ただし，既に述

べたように，その際，AR アルゴリズムのような

優越条件は必要ない．その上で，適当な初期値 

x0 からスタートして，以下の MH アルゴリズム

を実行すれば，f（x）から N 個の値（x1，．．．，

xN）をサンプリングできる．

MH アルゴリズム：

[1] n＝ 1とする .

[2] 提案密度関数 h（x） からサンプリングし，

得られた値 x（proposal） を使って受容確率 q

を次のように計算する．
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[3]  x（proposal）を確率 q で受容し，確 1－ q で棄

却する 14）．受容された場合には，xn＝x（proposal）

とする．棄却された場合には，xn ＝ xn－ 1 と

する．

[4]  n ＜ N であれば，n＝ n ＋ 1として，[2]

に戻る．n＝ N であれば，終了する．

これは 1回前にサンプリングされた値 xn － 1 を

使ってサンプリングを行っているので，MCMC

法である．MH アルゴリズムを用いる場合にも，

AR アルゴリズム同様，提案密度関数 h（x）をい

かに選ぶかがポイントになる 15）． このアルゴリズ

ムでは，[3] で棄却されると 1回前にサンプリン

グされた値をそのまま選ぶので，受容確率 q が

低いと，続けて何度も同じ値をサンプリングし

てしまう．そこで，やはり，モード近辺で q が 1
に近くなるように提案密度関数 h（x）を選ぶの

が望ましい．

　条件付事後分布（9）からサンプリングする

ためには，x＝φ，ln （f（x））を（9）式として

MH アルゴリズムを実行すればよい．その際の提

案密度関数 h（φ）の選択の方法はいくつか考え

られるが，ここでは Chib and Greenberg（1994） 

で提案されている方法を紹介する．彼らは，

（9）式で右辺の ln（φ（φ））を無視したものを

定数＋ ln（h（x）），すなわち，

　　　  （11）

としている 16）．そうすると，h（φ） は平均

分散  の正規分布を （－

1，1） の範囲を残して切断した切断正規分布にな

る．この切断正規分布からは簡単にサンプリング

できる．まず，正規分布 N（μφ，v φ）からサ

ンプリングし，| φ | ＜ 1あれば受容し，それ以

外であれば棄却すればよい 17）．h（φ）をこのよ

うに選択すると，受容確率 q は，q ＝ φ（x 
（proposal）

/φ（xn-1）と簡単になる．ただし，φ（x）は

（10）式で定義される．

3.2　ボラティリティのサンプリング

　SV モデルの未知パラメータ（μ , φ , ση
2） の

条件付事後分布は，条件に潜在変数（h1，．．．，hT） 

を加えると求まり，かつ，そこからサンプリング

できることがわかった．そこで，Gibbs sampler

を適用するには，潜在変数（h1，．．．，hT） も，

（μ , φ , ση
2）同様，未知パラメータとして扱え

ばよい．ただし，そうすると，（h1，．．．，hT） も条

件付事後分布からサンプリングしなければなら

ない．（h1，．．．，hT） は標本の大きさ T だけあるの

で，このサンプリングを効率的に行わないと，

膨大な時間がかかって事実上推定不可能になっ

てしまう．そこで，MCMC 法を用いた SV モデ

ルのベイズ推定では，（h1，．．．，hT） をいかに効率

良くサンプリングするかがポイントとなる．こ

れまでに提案されている（h1，．．．，hT） のサンプ

リング法には single-move sampler, multi-move 

sampler, mixture sampler の 3つがある．

3.2.1　Single-move sampler

 　SV モデルの MCMC 法を用いたベイズ推定法

を提案した Jacquier，Polson and Rossi （1994） 

は，各期の潜在変数を，
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f（ht| μ , φ , ση
2，h1，．．．，ht-1，ht+1，．．．，hT，

y1，．．．，yT）（t ＝ 1，．．．，T）　　　　 　　（12）

から 1個ずつサンプリングしており，この方法

は single-move sampler と呼ばれる．この条件付

分布から効率的にサンプリングする方法はいく

つか提案されているが 18），この方法には大きな

問題点がある．前節で述べたように，ボラティ

リティに対するショックは持続性が高いので，

（h1，．．．，hT）は互いに強い相関がある．このよう

に相関の高い変数を別々にサンプリングすると 

Gibbs sampler の収束の速度が遅いことが知られ

ている．実際，Shephard and Pitt（1997） は，φ

が 1に近い場合にこの方法を用いると収束の速

度が遅いことをシミュレーションによって示して

いる．

3.2.2　Mixture sampler

　そうした場合に，Gibbs sampler の収束の速度

を高める 1つの方法は，相関の高い変数をひと

まとめにしてサンプリングを行うことである．つ

まり，SV モデルの場合，（h1，．．．，hT）を

f（h1，．．．，hT| μ, φ, ση
2，y1，．．．，yT）　　  （13）

から一度にサンプリングすればよい．これを行っ

ているのが，Kim，Shephard and Chib（1998） 

の mixture sampler である．

　この方法では，SV モデルの（1）式を，両辺

を 2乗して対数をとることにより，次のように

書き換える．

ln（y t
2
）＝ ht ＋ zt，zt ＝ ln（є t

2
）．　  　　（14）

そうすると，（14）式と（2）式は，ht を状態変

数，（14）式を観測方程式，（2）式を遷移方程式

とする線形状態空間 （linear state space） モデル

になる 19）． 線形状態空間モデルの中で，観測方程

式の誤差項と遷移方程式の誤差項がいずれも正

規分布に従うものを，線形ガウシアン状態空間 

（linear Gaussian state space） モデルと呼び，そ

の場合には （13） からのサンプリングは簡単に行

える．ところが，この場合の観測方程式（14）
の誤差項 zt ＝ ln（є t

2
）の分布は正規分布ではな

い．mixture sampler では，それを次のような混

合正規分布で近似する．

　　　　　　　  (15)

ただし，qi はΣ i
M
=1  qi ＝ 1を満たす正の定数，

fN（zt|mi，vi）は平均 mi，分散 vi の正規分布の

確率密度関数を表す 20）．その上で，1，．．．，M の

どれかの値をとり，St  ＝ i となる確率 Pr（St ＝

i）が qi（i ＝ 1，．．．，M）であるような確率変

数 St を導入し，（S1，．．．，ST）も，パラメータや

（h1，．．．，hT）同様，条件付事後確率

p（S1，．．．，ST| μ, φ, ση
2，h1，．．．，hT，y1，．．．，yT）

からサンプリングする．そうすると，（h1，．．．，hT） 

は，そこでサンプリングされた （S1，．．．，ST） の

値を（13）の条件に加えた分布

f（h1，．．．，hT| μ, φ, ση
2，S1，．．．，ST，y1，．．．，

yT）　　　　　　　　　　　　 　　　　　     （16）

からサンプリングすればよいことになる．St ＝ i

が与えられると，zt の分布は平均 mi，分散 vi の

正規分布になる．そこで，（S1，．．．，ST）が与え

られると，（14）（2）式は線形ガウシアン状態

空間モデルになるので，Durbin and Koopman 

（2002） で提案されている simulation smoother 

を使えば，（16）からサンプリングすることがで

きる．Simulation smoother とは，線形ガウシア

ン状態空間モデルの観測方程式または遷移方程式

の誤差項をパラメータの値が与えられた下でサン

プリングするアルゴリズムである．これを使っ
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て ht をサンプリングするためには，simulation 

smoother によって zt をサンプリングした後，ht

＝ ln （yt
2
）－ zt とすればよい．

3.2.3　Multi-move sampler

　（15）式のような変換を行わず，（1），（2）
式を使って，条件付事後分布（13）から潜在変

数 （h1，．．．，hT）を一度にサンプリングするの

は，特に T が大きい場合には難しい．そこで，  

（h1，．．．，hT）を一度にサンプリングするのではな

く，いくつかのブロックに分けて，1つのブロッ

クを一度にサンプリングするという方法を考えよ

う．例えば， （ht，．．．，ht+k）が 1つのブロックだ

とすると，それらを，

f（ht，．．．，ht+k| μ, φ, ση
2，ht-1，ht+k+1，yt，．．．，

yt+k）　　　　　　　　　　　　　　　　　  （17）

から一度にサンプリングするということである 21）．

 しかし，（ht，．．．，ht+k）には互いに相関がある

ので，（17）からのサンプリングも容易ではな

い．そこで，Shephard and Pitt （1997） は，潜

在変数 （ht，．．．，ht+k） ではなく，（2）式の誤差項

（ηt-1，．．．，ηt+k-1）を，

f（ηt-1，．．．，ηt+k-1| μ, φ, ση
2，ht-1，ht+k+1，

yt，．．．，yt+k）　　　　　　　　　　　　　    （18）

からサンプリングするという方法を提案してい

る．（μ, φ, ση
2）と ht-1の値が与えられた下で，

（ηt-1，．．．，ηt+k-1）がサンプリングされると，

（2）式から，（ht，．．．，ht+k）を逐次的に計算でき

る．この方法は，multi-move sampler もしくは 

block sampler と呼ばれる．

　条件付分布（18）からサンプリングする

方 法 と し て，Shephard and Pitt （1997） は，

Tierney （1994） の提案した Acceptance-Rejection 

Metropolis-Hastings （ARMH）アルゴリズムを用

いている 22）． このアルゴリズムは，既に説明した

MH アルゴリズムの候補 x（proposal）を AR アル

ゴリズムを用いてサンプリングするという方法で

ある．そうすることで，MH アルゴリズムの提案

密度関数が正しい密度関数 f（x）をよりうまく

近似するようになるので，MH アルゴリズムの受

容確率が高まる．このアルゴリズムでも，MH ア

ルゴリズム同様，AR アルゴリズムのような優越

条件は必要ない．まず，AR アルゴリズムの提案

密度関数 g（x）と正の定数 c を選択し，適当な

初期値 x0 からスタートして，以下のアルゴリズ

ムを実行すれば，f（x）から N 個の値 （x1，．．．，

xN）をサンプリングできる．

ARMH アルゴリズム :

[1]   n ＝ 1とする．

[2]  提案密度関数 g（x）からサンプリングを行

い，得られた値 xを使って受容確率 p を次

のように計算する．

[3]  [2] で得られた値 x を確率 p で受容し，確率

1－ p で棄却する．受容された場合には， x
（proposal）＝ x とおき，[4] に進む．棄却され

た場合には [2] へ戻る．

[4]  受容確率 q を以下のように計算する．

（a）f（xn-1） ＜ cg（xn-1）ならば， q ＝ 1 ，

（b）f（xn-1） ≥ cg（xn-1）かつ f （x（proposal））

＜ cg（ x（proposal））ならば，

（c）f（xn-1） ≥ cg（xn-1）かつ f （x（proposal）） ≥  

cg（ x（proposal））ならば，
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[5]  x（proposal）を確率 q で受容し，確率 1 － q

で棄却する．受容された場合には，xn ＝ x
（proposal）  とする．棄却された場合には，xn

＝ xn-1 とする．

[6]  n ＜ N であれば，n ＝ n ＋ 1として [2] に戻

る．n ＝ N であれば，終了．

この内，[2]，[3] が AR アルゴリズム，[4]，[5]

が MH アルゴリズムである．このアルゴリズム

では，優越条件 f（x）≤ cg（x）は必要はない

が，もし，取り得るすべての xでそれが満たさ

れるならば，MH パートの受容確率は常に q ＝ 1 

となり，AR アルゴリズムでサンプリングされた

値を常に受容するので，ARMH アルゴリズムは

通常の AR アルゴリズムになる．

　条件付分布（18）から（ηt-1，．．．，ηt+k-1）を

サンプリングするためには，x ＝（ηt-1，．．．，

ηt+k-1），（18）を f（x）として，ARMH アルゴ

リズムを実行すればよい．その際，提案密度関

数 g（x） と定数 c を選択しなければならないが，

効率的にサンプリングを行うためには，g（x） お

よび定数 c を AR パートおよび MH パートの受

容確率 p，q ができるだけ 1に近くなるように選

ぶのが望ましい．そのため，Shephard and Pitt 

（1997） は，g（x）を条件付事後分布（18）をう

まく近似するような k ＋ 1変量正規分布として

選んでいる．以下，彼らの g（x）の選択の仕方

およびそこからのサンプリングの方法について説

明しよう．

　まず，t＋ k ＜ T の場合を考えよう．この場

合，条件付事後分布（18）の対数をとったもの

は次のように表せる 23）．

ln（f（ηt-1，．．．，ηt+k-1| μ, φ, ση
2，，ht-1，

ht+k+1，yt，．．．，yt+k））

　

　

　　　　　　　　　   　（19）

Shephard and Pitt （1997） は，

　　　　   （20）

を h^s の回りで 2次までテーラー展開することに

より（19）式を以下のように近似したものを ln 

（cg（ηt-1，．．．，ηt+k-1））としている．

ln（f（ηt-1，．．．，ηt+k-1| μ, φ, ση
2，ht-1，

ht+k+1，yt，．．．，yt+k））

＝ ln （cg（ηt-1，．．．，ηt+k-1））．　　　　（21）

ここで，vs，ŷs は以下のように定義される．

s ＝ t，．．．，t ＋ k － 1であれば，

　　　　　　　　　 （22）
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　　　　　　    （23）

s ＝ t＋ k ＜ T であれば，

　　　　　　 　（24）

　   　　(25)

ただし，

　　　   （26）

 　　　　　　  (27)

である．

　次に，t ＋ K ＝ T の場合，すなわち，最後のブ

ロックを考えよう．その場合，条件に ht+k+1 は

含まれないので，（19）式を次のように書き換え

なければならない．

ln（f（ηt-1，．．．，ηt+k-1| μ, φ, ση
2，ht-1，

yt，．．．，yt+k））

　　 　　　　　　　　（28）

そこで，この場合には，s ＝ t，．．．，t ＋ k すべて

で，vs，ŷs は（22），（23）式で定義される．

　以上をまとめると，vs，ŷs は，s ＝ t，．．．，t ＋

k－ 1あるいは s ＝ t ＋ k ＝ T であれば（22），
（23）式，s ＝ t ＋ k ＜ T であれば（24），（25）
式で定義される．ここで，このようにして定義さ

れる ŷs を観測値，hs を状態変数とする線形ガウ

シアン状態空間モデル

ŷs ＝ hs ＋ξs， ξs～ i.i.d.N（0, vs），　　     （29）
hs ＝μ＋φ（hs-1 －μ）＋ηs，

ηs～ i.i.d.N（0, ση
2）　　　　　　　   （30）

を考えよう 24）． 提案密度関数 g（ηt-1，．．．，ηt+k-1） 

はこの線形ガウシアン状態空間モデルにおける条

件付事後分布

f（ηt-1，．．．，ηt+k-1| μ, φ, ση
2，ht-1，

ht+k+1，yt，．．．，yt+k）　   　　　　　       （31）

である 25）． また，そこからサンプリングするため

には，Durbin and Koopman （2002） によっての

提案されている simulation smoother を使えばよ

い．

　テーラー展開を行う点（h^t，．．．，h^t+k）は，

（19）あるいは（28）式のモードとするのが望ま

しい．そうすれば，モードの周辺で，

f（ηt-1，．．．，ηt+k-1| μ, φ, ση
2，ht-1，ht+k+1，

yt，．．．，yt+k）≈ cg（ηt-1，．．．，ηt+k-1）

 

となり，ARMH アルゴリズムの受容確率 p，q

がいずれもモードの周辺で 1に近くなる．その

ためには，（h^t，．．．，h^t+k）を次のように選べばよ

い．（h^t，．．．，h^t+k）に適当な初期値を選んでやる

と，（23），（25）式より （ŷt，．．．，ŷt+k）が計算で

きる．そこで，それを使って，（29），（30）式か

ら成る線形ガウシアン状態空間モデルに対してカ

ルマン・フィルターとスムーザーを実行すると，

E（ht+i| μ , φ , ση
2，ht-1，ht+k+1，yt，．．．，yt+k）

（i ＝ 0，．．．，k）が求まる．それを（23），（25）式

の（h^t，．．．，h^t+k）に代入すると新たな（ŷt，．．．，

ŷt+k）が求まる．今度は，それを使い，（29），
（30）式から成る線形状態空間モデルにおいて再

びカルマン・フィルターとスムーザーを実行す

ると，新たな E（ht+i| μ, φ, ση
2，ht-1，ht+k+1，

yt，．．．，yt+k）（i ＝ 0，．．．，k）が求まる．これを数

回繰り返すと，モードに近い（h^t，．．．，h^t+k）が得
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られるので，そこでテイラー展開を行えばよい．

　このアルゴリズムでは，（η1，．．．，ηT）をいく

つかのブロックに分割する必要がある．k0 ＝ 0，
kK+1 ＝ T として，K ＋ 1個のブロック（ηk，i-1 ＋

1，．．．，ηki
）（i ＝ 1，．．．，K ＋ 1）に分割するものと

し よ う．Shephard and Pitt （1997） は，（k1，．．．，

kK）をランダムに選んでいる．具体的には，Ui を 

[0，1] の一様分布からサンプリングし， 

ki ＝ int[T × {（i＋ Ui）/（K＋ 2）}]，i ＝

1，．．．，K

としている．ここで，int[x] は，x に最も近い整

数値を表している．このように，ブロックをラ

ンダムに選ぶと，n 回目のサンプリングで高い確

率で棄却されるブロックがあったとしても，n ＋

1回目のサンプリングでは，異なるブロックが選

ばれるので，棄却が続いてサンプリングが行き詰

まってしまうということを排除できる．

　以上が multi-move sampler と呼ばれるアルゴ

リズムであるが，それを提案した Shephard and 

Pitt （1997） は，（19）式の

の項を無視している．その結果，vs，ŷs を，s ＝

t ＋ K ＜ T の場合にも，（22），（23）式で定義し

ている．この点を修正したのが，Watanabe and 

Omori （2004a, b） であり，Watanabe and Omori 

（2004a） では，さらに，Shephard and Pitt （1997） 

の方法をそのまま用いると，パラメータや潜在変

数の推定値にバイアスが生じることが示されてい

る．

3.2.4　Multi-move sampler と Mixture 

sampler の比較

　Asai （2003）は，multi-move sampler と mixture 

sampler とを比較し，multi-move samp ler の方

が収束が早いとの結果を報告している．

　また，mixture sampler にはいくつか問題点が

ある．まず，zt の正しい分布ではなく，混合正規

分布で近似したものを使っているので，あくまで

も近似的な方法にすぎないという点である．次

に，yt ＝ 0 の場合，ln（yt
2
）＝－∞ となり，計

算ができなくなってしまうという点である．こ

うした問題を避けるため，Kim，Shephard and 

Chib （1998） は，c ＝ 0.001 とし，（14）式の左

辺を ln（（yt ＋ c）2）に置き換えているが，c の

選択が推定結果に影響を与えないかどうか調べて

みるべきであろう．

　最後に，この方法を適用できるのは，線形状態

空間モデルで表現できるモデルだけという点であ

る．例えば，リスク・プレミアムを考慮して，

（1）式を，

　　yt ＝ a ＋ b exp（ht）＋ exp（ht/2）є t

に置き換えたモデルは，線形状態空間モデルに

書き換えることができない．また，SV モデルを

取引高を含める形で発展させたモデルに動学的

2変量分布混合モデル（次節参照） があるが，そ

れも線形状態空間モデルでは表せない．mixture 

sampler は，そうしたモデルには適用できない．

モデルの拡張性という観点からは，線形状態空

間モデルへの変換を必要としない multi-move 

sampler の方が望ましい．

3.3　モデル比較

　ベイズ統計学では，通常，モデル比較は事後

オッズ比 （posterior odds ratio） を用いて行われ

る．yT ＝（y1，．．．，yT）とすると，モデル Mi と

モデル Mj の事後オッズ比は次のように定義され

る．
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　　  　　　　　　 　（32）

この事後オッズ比が１を上回れば，モデル Mi の

方が選択される．事後オッズ比は，以下のように

表すことができる．

　　　　　　  （33）

ここで，右辺の第１項 f（yT|Mi ）/f（yT|Mj）

はベイズファクター （Bayes factor），第２項 f

（Mi）/f（Mj）は事前オッズ比 （prior odds ratio） 

と呼ばれる．事前オッズ比は，通常，1に設定さ

れ，そうすると，事後オッズ比はベイズファク

ターと一致する．そこで，事後オッズ比の分子，

分母の値を計算すれば，事後オッズ比を計算でき

る．ベイズファクターの分子 （分母） は，モデル

Mi（Mj）の周辺尤度（marginal likelihood）と呼

ばれる．以下，Chib （1995）によって提案され

た周辺尤度の計算方法を説明する．

　周辺尤度は，ベイズの定理

の右辺の分母に相当する．ここで， θi はモデル

Mi のパラメータを表し，左辺の f（θi|Mi, yT）

は事後密度，右辺の f（yT|Mi, θi）は尤度，f

（θi|Mi）は事前密度である．そこで，周辺尤度

は以下のように表すことができる．

　　 （34）

したがって，周辺尤度を計算するためには，尤度

f（yT|Mi, θi），事前密度 f（θi|Mi），事後密度 

f（θi|Mi, yT）の値をそれぞれ計算すればよい．

（34）式は，θi がいかなる値であっても成り立つ

が，Chib （1995） は，θi をその事後平均にする

ことを提案している．事前密度は簡単に計算で

きるので，以下，SV モデルの事後密度と尤度の

計算方法について説明する．以下では，添字 i や 

条件の中の Mi は省略する．

3.3.1　事後密度の評価

　 以 下， パ ラ メ ー タ の 事 後 平 均 を θ
^

＝

（μ̂ , φ^ , σ̂η
2）で表す．θ＝θ

^
における事後密度

の値は次のように表すことができる．

　　　　　　　 （35）

右辺第 1項は次のように表すことができる．

　    （36）

上で説明した Gibbs sampler を行うと，f（hT|yT） 

から hT がサンプリングされる．それを（h T
(1) 

，．．．，h T
(M)

）とすると，（36）式は以下のように

計算できる．

　　　　     （37）

（35）式の右辺第 2項は次のように表される．

　　　  （38）

これを計算するためには，hT を f（hT| μ̂，yT）

からサンプリングしなければならないので，新

たに Gibbs sampler を行う必要がある．具体的に

は，μをμ̂に固定して，以下の条件付分布から繰

り返しサンプリングを行う．

f（ση
2 | φ． μ̂， hT），
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f（φ | ση
2，μ̂，hT），

f（hT| φ，ση
2，μ̂，yT）．

ここでは，便宜上，hT は f（hT| φ，ση
2，μ̂，

yT）からサンプリングするものとして書いてい

るが，multi-move sampler を用いる場合には，

各ブロックごとにサンプリングする．そこで得ら

れた（h T
(1) ，．．．，h T

(K)
）を使って，（38）式は以下

のように計算できる．

　   （39）

最後に，第 3項は，

f（φ̂ | μ̂， σ̂η
2，yT）＝∫ f（φ̂ | μ̂， σ̂η

2， hT）f

（hT| μ̂， σ̂η
2，yT）dhT．   　　　     　    （40）

と表されるが，この場合，f（φ
^ | μ̂， σ̂η

2， hT） 

の基準化定数がわからないので，上記のような方

法で計算することができない．こうした場合に

は，Chib and Jeliazkov （2001） で提案されてい

る以下のような方法を使う必要がある．

　まず，

　f（φ | μ̂， σ̂η
2，μ̂，yT），f（hT| φ，μ̂， σ̂η

2，yT），

から繰り返しサンプリングを行い，得られた値

を φ（g），h T
(g)

（g ＝ 1，．．．，G）とする．次に，

（11）式で与えられる MH アルゴリズムの提案密

度関数 h（φ）を使って，

　h（φ | μ̂， σ̂η
2，hT），f（hT| φ，μ̂， σ̂η

2，yT），

から繰り返しサンプリングを行い，得られた値を

φ（j），h T
(j)
（j ＝ 1，．．．，J）とする．これらの値を

使うと，（40）式は以下のように計算できる．

（41）

ここで，q（x，y）は，受容確率

である 26）．

3.3.2　尤度の評価

　SV モデルの尤度は解析的には評価できないの

で，シミュレーションによって評価する方法が

開発されている．そうした方法には，Danielsson 

（1994），Danielsson and Richard （1993）によって

提案された AGIS （Accelerated Gaussian Importance 

Sampler） や Kim，Shephard and Chib （1998） に

よって提案された particle filter を使った方法があ

る．ここでは，後者の方法について簡単に説明す

る．

　yt ＝（y1，．．．，yt）とすると，尤度は，

と表すことができ，さらに右辺の f（yt+1|yt, θ） 

は以下のように表すことができる . 

f（yt+1|yt,θ） ＝∬f（yt+1|yt, ht+1, θ）

f（ht+1|yt, ht, θ） f（ht|yt, θ）dht+1dht．

これは， f（ht|yt, θ）から ht をサンプリングでき

れば，サンプリングされた値 h t
(m)

 （m ＝ 1，．．．，
M） を使って，次に f（ht+1|yt,h t

(m)
 , θ）（これは，

平均μ＋φ（h t
(m)

 －μ），分散 ση
2  の正規分布） 

から ht
(m)
+1（m ＝ 1，．．．，M）をサンプリングし，

それを使って，
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として計算できる．

　Particle filter とは，t ＝ 0からスタートして逐

次的に f（ht|yt, θ）から ht をサンプリングする

アルゴリズムである 27）．いま， f（ht-1|yt-1, θ）か

ら ht
(m)

- 1（m ＝ 1，．．．，M）がサンプリングされた

とする． f（ht|yt, θ）は，ht
(m)

- 1（m ＝ 1，．．．，M）

を使って次のように表すことができる．

　　  （42）

ここで，

であり，これは ht の凸関数なので，右辺の定数

項を除いた部分を ln f * （ht）とし，ht ＝ h^t で 1
次のテーラー展開をすると，次の不等式が得られ

る 28）．

　　　　　　　　　　　　　（43）

この g（ht）と（42）式の右辺の  f（ht|ht
(m)

- 1, θ） 

の積は次のように表すことができる．

ただし， fN（ht|ht
(m)
|t-1, ση

2）は平均 ht
(m)
|t-1，分散 ση

2

の正規分布の確率密度関数を表し，さらに，

そこで，（42）式はさらに次のように書き換えら

れる．

したがって，提案密度関数を混合正規分布

受 容 確 率 を p ＝ f * （ht）/g（ht） と し て 29）， 

3.1節で説明した AR アルゴリズムを行えば， f

（ht|yt, θ）から ht をサンプリングできる．ただ

し，

3.4　モデルの診断

　Particle filter により  f（ht|yt, θ）から h t
(m)

（m

＝ 1，．．．，M）をサンプリングし，それを使って f

（ht+1|yt,h t
(m)

 , θ）からサンプリングした ht
(m)
+1（m

＝ 1，．．．，M）は，尤度の評価だけでなく，モデ

ルの診断にも用いることができる．

　yt+1 の実現値を yt
o2
+1 とすると，yt と θを条件

としたときに yt
2
+1 ≤ yt

o2
+1 となる確率は，
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と表されるので，ht
(m)
+1（m ＝ 1，．．．，M）を使って

以下のように推定できる．

この右辺を ut
M
+1 とすると，モデルの定式化が正

しければ，ut
M
+1 は漸近的に互いに独立な [0, 1] の

一様分布に従うことが知られている（Rosenblatt 

1952）．そこで， ut
M
+1 を標準正規分布の累積分布

関数の逆関数 F-1（･）によって変換した ut
M
+1 ＝

F-1（ut
M
+1）は漸近的に互いに独立な標準正規分

布に従う．そこで，nt
M
+1 を計算し，それが互い

に独立な標準正規分布に従っているかどうか検定

を行うことによって，モデルの診断ができる．

4．SV モデルの発展

　MCMC 法を用いたベイズ推定法はモデルを拡

張しても適用可能なので，最近では SV モデル

も，ARCH 型モデル同様，さまざまな形で拡張

が行われるようになってきている．本節では，

そうした SV モデルの発展についてサーベイを行

う．

4.1　誤差項の分布

　資産価格変化率は正規分布よりも裾の厚い分

布に従っている（尖度が 3を越える）ことが古

くから知られている（Mandelbrot 1963，Fama 

1965）．yt が SV モデルに従っている場合，たと

え（1）式の誤差項 є t が正規分布であっても，yt 

の尖度は 3を越える 30）．しかし，だからと言っ

て，є t の分布が標準正規分布で良いとは限らな

い．є t に正規分布以外の分布も当てはめ，どの

分布が最もフィットが良いかを分析することは重

要である．

　Watanabe and Asai （2003） ら は，є t の 分 布

に標準正規分布，スチューデントの t 分布，一

般化誤差分布 （Generalized Error Distribution; 

GED），２つの正規分布の混合分布を当てはめ，

MCMC 法を用いてベイズ推定している．さらに

前節で説明した周辺尤度の値を計算し，TOPIX

では t 分布が，円ドルレートでは２つの正規分布

の混合分布が最も当てはまりが良いとの結果を得

ている．є t の分布に標準正規分布以外の分布を

当てはめるときには，分布のパラメータもサンプ

リングする必要がある．例えば，t 分布の自由度

については，Watanabe （2001）が効率的なサン

プリング法を提案している．

　別の推定法を用いて同様の分析を行っているも

のに，Liesenfeld and Jung （2000）がある．そこ

では，シミュレーションによる最尤法 （Simu-

lated Maximum Likelihood estimation; SML） 

が用いられている．また，SV モデルではなく，

ARCH 型モデルを使って同様の研究を行ってい

るものに，Bollerslev，Engle and Nelson （1994），
Watanabe （2000b），渡部 （2000, 2.4.2 節） があ

る．これらの研究では，2つの正規分布の混合分

布は分析されておらず，Bollerslev，Engle and 

Nelson （1994），Watanabe （2000b），渡部 （2000, 

2.4.2節） では代りに一般化 t 分布を用いた分析が

なされている．これらの分析ではすべて，t 分布

が最も当てはまりが良いとの結果が得られてい

る．

　Chib，Nardari and Shephard （2002） では，誤

差項の分布を変えるとともに，ジャンプを加え

たモデルを MCMC 法を用いてベイズ推定してい

る．また，Jacquier，Polson and Rossi （2004） で

は，誤差項の分布を変えるとともに，以下で説明

するボラティリティ変動の非対称性を考慮したモ

デルを MCMC 法を用いてベイズ推定している．
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4.2　非対称 SV モデル

　株式市場では，株価が上がった日の翌日よりも

下がった日の翌日の方がボラティリティが高まる

傾向があることが知られている （Black 1976）31）．

SV モデルでこうしたボラティリティ変動の非対

称性を捉えるためには，以下のように誤差項 є t

とηt の間に相関を導入すればよい．

ここで，もしρ＜ 0であれば，株式市場で観測

されるボラティリティ変動の非対称性と整合的で

あり，ρ＝ 0であれば，通常の非対称性の無い

SV モデルになる．

　Yu （2004），Omori and Watanabe （2003），
Omori，Chib，Shephard and Nakajima （2004） 

らは，こうした非対称 SV モデルを MCMC 法

を用いてベイズ推定している．Yu （2004） は

ボラティリティのサンプリングに single-move 

sampler を用いており，この方法は既に述べたよ

うに効率的でない．前節で説明した multi-move 

sampler は非対称 SV モデルには適用できないの

で， Omori and Watanabe （2003） は，非対称 SV

モデルの multi-move sampler を新たに提案してい

る． また， Omori，Chib，Shephard and Nakajima 

（2004） は mixture sampler を拡張している．

Jacquier，Polson and Rossi （2004） は，є t と ηt

の間ではなく， є t とηt-1 の間に相関を導入した

モデルを single-move sampler を用いてベイズ推

定しているが，Yu （2004） は є t とηt の間に相関

を導入した方が当てはまりが良いとの結果を得て

いる．

　非対称 SV モデルを他の推定法を用いて推定し

ているものには，Melino and Turnbull （1990） と 

Harvey and Shephard （1996） がある．Melino and 

Turnbull （1990） は 一 般 化 積 率 法 （Generalized 

Method of  Moments;  GMM），Harvey and 

Shephard （1996） はカルマン・フィルターに基

づ く 疑 似 最 尤 法 （Quasi-Maximum Likelihood 

estimation; QML） を 用 い て い る 32）．GMM や

QML は MCMC 法を用いたベイズ推定法と比べ

て推定量の効率性が低い （Jacquier，Polson and 

Rossi 1994）．

4.3　マルコフスイッチング SV モデル

　So, Lam and Li （1998），Kalimipalli and 

Susmel （2004），Shibata and Watanabe （2004） 

らは，ボラティリティの平均μの値が一定ではな

く，高い時期（St ＝ 1） と低い時期 （St ＝ 0） があ

るものと考え，（2）式を以下のように拡張して

いる．

ht ＝ μ0 ＋μ1 St ＋ φ （ht-1 －μ0

－μ1 St-1）＋ηt．　　　　　　　　（44）

彼らは，Hamilton （1989） に従い，St はマルコ

フ過程に従うものと仮定している．

　このモデルをマルコフ連鎖モンテカルロ法を

用いてベイズ推定する場合には，ST ＝ （S1，．．．，

ST） を f（ST|hT, θ）からサンプリングしなけら

ばならないが，これは容易である．yt が与え

ら れ る と，（4.3） 式 は Hamilton （1989） の マ

ルコフスイッチングモデルになるので，Carter 

and Kohn （1994） や Chib （1996） の multi-move 

sampler により ST ＝ （S1，．．．，ST）を  f（ST|hT, 

θ）から 1度にサンプリングできる．

　上記の論文では，（44）式を用いた場合，φの

推定値が大幅に低下している．また，Kalimipalli 

and Susmel （2004） は予測パフォーマンスの比較

により，Shibata and Watanabe （2004） は前節で

説明した周辺尤度の比較やモデルの診断により，

単純な SV モデルよりもマルコフスイッチング

SV モデルの方が当てはまりが良いとの結果を得

ている．

4.4　取引高の導入

　ボラティリティと取引高の間には正の相関が
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あることが知られている．SV モデルを取引高を

含める形で拡張したモデルに，Tauchen and Pitts 

（1983），Andersen （1996） らによる動学的 2変

量分布混合 （Dynamic Bivariate Mixture; DBM） 

モデルがある．このモデルは，1日のうちの 1回

1回の取引で生じる価格変化率と取引高は独立で

あるが，1日の取引回数が日々変動することによ

り，日々のボラティリティと取引高との間に正

の相関が生まれるとするモデルである．Tauchen 

and Pitts （1983） モデルでは，第 t 日の取引回数

It が与えられると，価格変化率 yt と取引高 vt は

次のような互いに独立な正規分布に従う．

yt |It ～ N（0, σr
2 It），vt |It ～ N（μv It, σv

2
 It）．

Andersen （1996） モデルでは，価格変化率の分布

は同じで，取引高の分布が次のようなポアソン分

布になる．

vt|It ～ Po（m0 ＋ m1 It）．

　いずれも，ln（It）が AR（1）モデルに従う

ものとし，vt を無視すると，SV モデルになるの

で，これらのモデルは SV モデルを取引高を含め

る形で拡張したモデルになっている．そこで，こ

のモデルのパラメーターもやはり最尤推定する

ことが困難であり，また，このモデルは線形状

態空間モデルに変換することができないので，

mixture sampler は使えない．Watanabe （2000a, 

2003）は multi-move sampler を用いてベイズ

推定を行い，日経 225先物の日次データでは，

Tauchen and Pitts （1983）モデルは価格変化率の

2乗の自己相関を過小評価し，Andersen （1996）
モデルは取引高の自己相関を過小評価するとの結

果を得ている．Lamoureux and Lastrapes （1994） 

は積率法 （Method of Moments; MM），Andersen 

（1996） は一般化積率法 （Generalized Method of 

Moments; GMM），Liesenfeld （1998，2001），
Lisenfeld and Richard （2003）はシミュレーショ

ンによる最尤法 （Simulated Maximum Likelihood 

estimation; SML）を用いて推定を行っている．

　Asai and Watanabe （2004b） は，ボラティリ

ティと取引高とを 2変量自己回帰モデルで定式

化したモデルを MCMC 法を用いてベイズ推定

し，さらにインパルス応答関数の 95％信用区間

を求めて，ボラティリティと取引高の間の因果性

の分析を行っている 33）．

5．今後の課題

　本論文でサーベイしたように，SV モデルは，

近年，推定法の開発が進み，それに伴って，モデ

ルの拡張が行われるようになってきた．ところ

が，ARCH 型モデルと比べると，実際のデータ

への応用はまだそれほど多いとは言えない．特

に，実際のデータを用いて SV モデルやそれを発

展させたモデルと ARCH 型モデルとを比較する

という試みはこれまであまり行われておらず，今

後の重要な課題と言えよう．

　比較の方法としては，まず，SV モデル，

ARCH 型モデル共に MCMC 法を用いてベイズ推

定し，周辺尤度を比較するという方法が考えら

れる．ARCH 型モデルの MCMC 法を用いたベ

イズ推定法も，Bauwens and Lubrano （1998），
Nakatsuma （2000）， 三 井・ 渡 部 （2003） ら に

よって提案されている 34）． また，ARCH 型モデル

は尤度が解析的に評価できるので，SV モデルよ

り簡単に周辺尤度を計算できる．そうした分析を

行っているものには，Kim，Shephard and Chib 

（1998），Watanabe and Asai （2003）があり，い

ずれも，Bollerslev （1986）の GARCH モデルの

誤差項 є t に t 分布のような裾の厚い分布を仮定

し，SV モデルの誤差項 є t に標準正規分布を仮定

した場合には，GARCH モデルの方が周辺尤度が

高くなる場合があるが，両方同じ分布を用いた場

合には，SV モデルの方が周辺尤度が高くなると

の結果を得ている．

　また，ボラティリティの予測パフォーマンスに

よる比較も重要である．その際，問題となるの
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はボラティリティの真の値が未知であるという

ことである．これまでよく行われてきたのは，

yt
2
をボラティリティの代理変数と考えて，それ

と SV，ARCH 型モデルのボラティリティの推定

値とを比較するという方法である 35）． Andersen 

and Bollerslev （1998） は，（1） 式 か ら わ か る

ように，yt
2
の変動は exp（ht）の変動だけでな

く，є t
2
の変動も含んでいるため，この方法だと

ARCH 型モデルや SV モデルのボラティリティの

予測パフォーマンスを過小評価してしまうこと

を指摘しており， yt
2
ではなく，日中データから計

算される realized volatility を使うことを提案し

ている．また，Deb （1997） は，SV モデルからシ

ミュレーションによって人工的に発生させたデー

タを用いてボラティリティを推定するというモ

ンテカルロ実験を行い，SV モデルを一般化積率

法 （GMM） や 疑似最尤法 （QML）といった正し

い尤度に基づかない簡単な方法で推定するより

も，ARCH 型モデルを最尤推定することにより

ボラティリティを推定した方がパフォーマンスが

良いとの結果を得ており，興味深い．

　最後に，ボラティリティはオプション価格を決

定する重要な要因なので，オプション価格を用い

た比較も重要である．SV モデルを MCMC 法を

用いてベイズ推定し，オプション価格を計算して

いるものに，王 （2004） がある 36）．

（東京都立大学経済学部教授）

　注

1）ARCH 型モデルについて詳しくは，Bollerslev，

Engle and Nelson （1994），渡部 （2000） 等を参照

のこと．

2）その他の推定法については，Ghysels，Harvey and  

Renault （1996），Shephard （2004），渡部 （2000） 

を参照のこと．

3）MCMC 法について詳しくは，大森 （2001），中妻 

（2003）を参照のこと．

4）　（2）式を 2次以上の AR モデルや ARMA モデル

に拡張するのは容易である．

5）μ＝ 0，φ＝ 1と仮定するモデルもあり，そうし

たモデルをランダム・ウオーク SV モデルと呼

ぶ．ランダム・ウオーク SV モデルについて詳

し く は，Harvey，Ruiz and Shephard （1994） や 

Ruiz （1994）を参照のこと．また，SV モデルに

おいて，φ＝ 1かどうかを検定する方法について

は，So and Li （1999） や Wright （1999） を参照の

こと．

6）Jacquier，Polson and Rossi （1994） は，それまで

の SV モデルを推定した文献をサーベイし，φの

推定値には 0.8から 0.995までの値が得られてい

るとしている．

7）こうした従来のベイズ統計学については，鈴木・

国友 （1989）を参照のこと．

8）制約条件については，大森 （2001）を参照のこ

と．

9）この捨てる最初の M 回のことを “burn-in” と呼

ぶ．

10）ση
2
が逆ガンマ分布に従うというのは，逆数

1/ ση
2
がガンマ分布に従うということである．

11）導出については，渡部 （2004）を参照のこと．

12）（8）のような逆ガンマ分布からサンプリングする

には，ガンマ分布からサンプリングして逆数をと

ればよい．正規分布やガンマ分布といったよく

知られた分布からのサンプリングについては，

Ripley （1987）を参照のこと．

13）導出については，渡部 （2004）を参照のこと．

14）[0, 1] の一様分布からサンプリングを行い，得られ

た値を u として，u ＜ q であれば受容，そうでな

ければ棄却すればよい．

15）MH アルゴリズムの提案密度関数の選び方につい

て詳しくは，Chib and Greenberg （1995） を参照

のこと．

16）（11）式の定数はすべて異なることに注意．

17）この方法で，| φ | ＜ 1 の範囲に入る確率が低い場

合には，他の方法を使う必要がある．他の方法に

ついては，渡部 （2000，p. 97）を参照のこと．

18）Shephard and Pitt （1997），渡部 （2000，pp. 98-100） 

を参照のこと．
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19）状態空間モデルについて詳しくは，Harvey 

（1989），Durbin and Koopman （2001）を参照の

こと．

20）（M, q1，．．．，qM，m1，．．．，mM，v1，．．．，vM）の選択

については，Kim，Shephard and Chib （1998），

Mahieu and Schotman （1998），Omori，Chib，

Shephard and Nakajima （2004） を参照のこと．

21）ここで， （h1，．．．，ht-2），（ht+k+2，．．．，hT），（y1，．．．，

yt-1），（yt+k+1，．．．，yT）は条件から削除されてい

ることに注意されたい．（2）式より，ht は 1 期

前の値にのみ依存するので，ht-1 と ht+k+1 が与え

られると，（ht，．．．，ht+k）の分布を導出するのに， 

（h1，．．．，ht-2）と（ ht+k+2，．．．，hT）は必要ない．ま

た，（y1，．．．，yt-1），（yt+k+1，．．．，yT）がもらたすの

は  （h1，．．．，rt-1）と（ht+k+1，．．．，hT）の情報だけな

ので，それらも必要ない．

22）ARMH アルゴリズムについて詳しくは，Chib and 

Greenberg （1995） ，渡部 （2000 3.5.3節） 参照．

23）導出については，渡部 （2004） を参照のこと．

24）観測方程式（29）の分散 vs は（22）または（24）

式で定義されるが，（22），（24）式の分母の l"

（ĥs） は（27）式より非正なので，vs は非負であ

る．ただし，（27）式より，ys ＝ 0の場合には， l"

（ĥs） ＝ 0なので，（22）式より，vs ＝∞となって

しまう．そこで，0または 0に近い値を含んでい

るようなデータの場合には，（22）式の分母および

（21）の l"（ĥs） を，c を 0に近い負の定数（例え

ば，－ 0.00001）として，min［ l"（ĥs），c］に置

き換えればよい．

25）（29），（30）式から成る線形ガウシアン状態空間

モデルの下で，条件付事後分布（31）を，（19）

式と同様に展開すれば，（21）が得られる．

26）φを MH アルゴリズムではなく，ARMH アルゴ

リズムでサンプリングする場合には，この方法

は使えない．その場合には，Chib and Jeliazkov 

（2005） で提案されている方法を使う必要がある．

27）Particle filter について詳しくは，Pitt and Shephard 

（1999） を参照のこと．

28）Kim, Shephard and Chib （1998） は，ht の 1 期 先

予測値 ht|t-1 ＝μ＋φ（M -1 Σｍ
M

=1 h t
(m)

-1 －μ）

でテーラー展開しているが，そうすると AR アル

ゴリズムの受容確率が低く，サンプリングに時間

がかかることがある．ht の事後平均 ĥt でテーラー

展開すると，そうした問題は生じない .

29）（43）式より，受容確率 p が 1を越えることはな

く，優越条件は満たされている．

30）詳しくは，渡部 （2004） を参照のこと．

31）なぜそのような非対称性が生じるのかを分析して

いるものに，Christie （1982），Wu （2001） があ

る．

32）SV モデルの QML 推定については，渡部 （2000 

3.4節） を参照のこと．

33）インパルス応答関数はパラメータの非線形関数

になっている．MCMC 法を用いたベイズ推定で

は，パラメータを事後分布からサンプリングす

るので，サンプリングされたパラメータの値を

代入するだけでこうした関数の値も事後分布から

サンプリングしていることになり，統計的分析が

行える．SV モデルではないが，同じくパラメー

タの非線形関数になっているものに，Hansen ＝

Jagannathan bound があり，それについて MCMC

法を用いて同様の分析を行っているものに，

Gordon, Samson and Carmichael （1996）がある．

34）Asai and Watanabe （2004a）は，これらの方法を

比較し，三井・渡部 （2003）の方法が最も効率性

が高いとの結果を得ている．

35）詳しくは，渡部 （2000 2.3.3節）を参照のこと．

36）三井・渡部 （2003）は，GARCH モデルを MCMC

法を使ってベイズ推定し，オプション価格を計算

している．
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