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要約

本論文は, 外国為替市場におけるボラティリティの確率的な変動について分析を行
なったものである. 特に, 為替レート収益率とボラティリティとの間に非対称な動きが
存在するかどうかの検証を行なった. このような動きを検証するため非対称 Stochastic
Volatility モデルを用いてハミルトニアン・モンテカルロ法によるベイズ推定を行なっ
た. 外国為替相場のデータとして, ユーロ/米ドル為替レート, 米ドル/円為替レート,
米ドル指数を利用した. 実証分析では, Stochastic Volatility モデルのベイズ推定にお
いて, ハミルトニアン・モンテカルロ法の有効性が示された. また, ユーロ/米ドル為
替レートでは収益率とボラティリティとの間には非対称性は存在しないが, 米ドル/円
為替レートと米ドル指数では収益率とボラティリティとの間には非対称性が存在する
という結果となった.

1 はじめに

リスク資産価格収益率のボラティリティは経験的な事実として時間を通じて確率的に変動して

いることが知られている. 金融時系列分析ではボラティリティが確率的に変動するモデルとして,

Stochastic Volatility (以下, SV) モデル1) があり, 多くのリスク資産価格変動分析の実証研究に利

用されている. SV モデルはボラティリティを観測されない変数として扱い,ボラティリティの対数

が自己回帰の線形確率過程に従うとしてモデル化されている. 本論文では, SV モデルを用いて外

国為替相場におけるボラティリティの確率的変動についての検証を行なう. また, 株式市場には, 株

価収益率とボラティリティとの間の関係として, ある種の非対称 (asymmetry) な動きがあることが

知られている. つまり, 株価収益率が下落すると, 次期にはボラティリティは上昇し, 株価収益率が

上昇すると, 次期にはボラティリティは下落する傾向があるとしている (Leverage effects). これは,

株価収益率とボラティリティとの間には負の相関があることを示唆している. 本論文では, 外国為

替相場においても株式市場と同様な現象が存在するのかどうかに関して, レバレッジ効果を考慮し

た SV (SV with Leverage; 以下, SVL) モデルを用いて実証分析を行なう.

∗日本大学経済学部 e-mail: totsuka.hideomi@nihon-u.ac.jp
†日本大学経済学部 e-mail: mitsui.hidetoshi@nihon-u.ac.jp

1)SVモデルとその発展に関して詳しくは, Ghysels et al. (1996), Shephard [ed.] (2005), 渡部 (2005) を参照.
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SV モデルや SVL モデルのパラメータは最尤推定することが困難であり, 最尤法に代わる推定法

が必要になる. この問題に対処するため, 多くの先行研究ではマルコフ連鎖モンテカルロ (Markov

Chain Monte Carlo; 以下, MCMC) 法を用いたベイズ推定を行なっている. SV モデルや SVL モデ

ルでは, モデルを記述するパラメータだけでなく潜在変数 (latent variable)であるボラティリティも

同時に事後分布からサンプリングする必要がある. リスク資産価格に関して MCMC を用いた SVL

モデルのベイズ推定による実証研究として, Yu (2005), Omori et al. (2007), 大森・渡部 (2008),

石原・大森 (2008), Omori and Watanabe (2008), Takahashi et al. (2009), Nakajima and Omori

(2010), 中島・大森 (2011) などがある.

これまでの先行研究では, MCMC法として, Gibbs Sampler や Metropolis-Hasting 法が多く利

用されてきた. しかしながら, これらのMCMC法は, 多くの確率変数を一度に推定すると棄却率が

小さくなる等の問題点があるため, Takaishi (2008), Takaishi (2009), Takaishi (2013)では, Hybrid

Monte Carlo を用いたベイズ推定を行なっている. また, Nugroho and Morimoto (2015) では, ハ

ミルトニアン・モンテカルロ (Hamiltonian Monte Carlo; 以下, HMC）法2) によるベイズ推定を

行なっている. 本論文では, Nugroho and Morimoto (2015) と同様に HMC 法を用いたベイズ推定

により SV モデルと SVL モデルのパラメータ推定を行なう3) .

実証分析を進めるにあたっては, 2015 年 1 月 5 日から 2019 年 12 月 30 日までのユーロ/米ド

ル為替レート (Euro/U.S. Dollar exchange rate; 以下, EUR/USD), 米ドル/円為替レート (U.S.

Dollar/Yen exchange rate; 以下, USD/JPY) と 2015年 1月 1日か 2019年 12月 31日までの米ド

ル指数 (U.S. Dollar Index; 以下, DXY) 4) の日次データを用いて実証的な検証を行なった. 推定さ

れた ρ の事後平均, ならびに 95% 信用区間から, EUR/USD は収益率とボラティリティとの間に

相関はなく, 一方, USD/JPY と DXY の収益率とボラティリティとの間には負の相関があるとい

う結果となった. したがって, EUR/USD では収益率とボラティリティとの間には非対称性が存在

しないが, USD/JPY と DXY では非対称性が存在すると考えらる. そのため, 株式市場だけでなく

外国為替相場にも為替レートによっては, 収益率とボラティリティとの間に非対称があることが確

認された. また, SVモデルと SVLモデルのベイズ推定では, 非効率性因子 (inefficiency factor)の

値からハミルトニアン・モンテカルロ法の有効性が示された.

本論文の以下の構成は次の通りである. 2 節では, 本論文で用いた分析モデルである SV モデル

と SVLモデルについて説明する．3 節では, Leapfrog を用いた HMC 法によるベイズ推定に関し

て解説を行なう．4 節では, 本論文で使用した外国為替相場のデータと実証結果に関して紹介する.

5 節では, 実証結果を踏まえて考察に関して述べる. 最後の 6 節では, 結論と今後の課題について言

及する.

2)HMC 法は, Duane et al. (1997) によって素粒子物理学の格子 QCD (Quantum Chromo Dynamics) 計算におい
てゲージ配置を効率よく生成する方法として考案された. その後, 時系列データにおける確率過程のパラメータ推定に応
用されることとなった. 詳しくは, Takaishi (2013), Nugroho and Morimot (2015), 豊田 [編著] (2015) 第 5章を参照.

3)戸塚・三井 (2020a), 戸塚・三井 (2020b) では, 日経 225先物と TOPIX先物のデータを使用して同様の実証研究を
行なっている.

4)米ドルの価値に対して 6 種類の世界的な主要通貨を次の比率で構成して指数化したものである. ユーロ (EUR)・
57.6%, 円 (JPY)・13.6%, 英ポンド (GBP)・11.9%, カナダドル (CAD)・9.1%, スウェーデンクローネ (SEK)・4.2%,
スイスフラン (CHF)・3.6% である.
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2 SVLモデル

ファイナンスの実証分析で通常用いられる基本的な SV モデルは収益率 yt とボラティリティ

σ2
t = exp(ht/2) の過程を ht = ln σ2

t として
5) 以下のように記述する.

yt = exp(ht/2)ut, (2.1)

ht+1 = μ + φ(ht − μ) + ηt, (2.2)(
ut

ηt

)
∼ i.i.d.N

([
0
0

]
,

[
1 0
0 σ2

η

])
.

(2.3)

ここで, utは平均 0, 分散 1, ηt は平均 0, 分散 σ2
η の正規分布に従う誤差項である. i.i.d. は，過去

と独立で同一な分布 (independent and identically distributed) を表す．μ はボラティリティの平

均を表し, φ はボラティリティのショックの持続性を表すパラメータである. (2.2) 式は, ボラティリ

ティ σ2
t の対数値が AR(1)プロセス (1次の自己回帰過程）に従うことを示している. ここでは, 前

日の外国為替収益率のボラティリティに与える影響を捉えるために, ボラティリティの変動を 1期

先行させたモデルとする. 非対称な動きをモデルに与えるには (2.1) 式と (2.2) 式で ut と ηt に対

して相関関係を考えれば良い. ut と ηt とが, 相関関係 ρ を持つとして SVL モデルを構築すると,(
ut

ηt

)
∼ i.i.d.N

([
0
0

]
,

[
1 ρση

ρση σ2
η

])
(2.4)

となる. (2.1)–(2.3) 式からなるモデルは SV モデル, また (2.1), (2.2), (2.4) 式からなるモデルはレ

バレッジ効果を含むので SVL モデルとそれぞれ呼ぶこととする. SVL モデル (2.1), (2.2), (2.4) 式

の未知パラメータ (φ, ση , ρ, μ) をまとめて θ で表すと, SVL モデルの尤度関数は次のように表さ

れる.

L(θ) =
∫

· · ·
∫

f(y|h)f(h|θ)dh

=
∫

· · ·
∫ d∏

j=1

1√
2π exp(ht)

exp
[
− y2

t

2 exp(ht)

]

×
d−1∏
j=1

1√
2πσ2

η

√
1 − ρ2

exp

[
−{ht+1 − μ − φ(ht − μ) − ρσηyt exp(−ht/2)}2

2σ2
η(1 − ρ2)

]

×
√

1 − φ2√
2πσ2

η

exp
[
−(1 − φ2)(h1 − μ)2

2σ2
η

] d∏
j=1

dhj . (2.5)

この積分が解析的に解けないため, SVL モデルのパラメータは最尤推定することが難しく, 最尤法

に代わる推定法が必要になる.本論文では, HMC 法を用いたベイズ推定により SV モデルと SVL

モデルのパラメータ推定を行なう.

5)ボラティリティ σ2
t が負にならないようにするためである.
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3 HMC法によるベイズ推定

本節では, HMC 法の基本的な概念を中心とした簡単な紹介を行なう. 3.1 では, HMC 法の定式

化において重要な点であるハミルトニアン力学の基本原理を述べる. 3.2 では, HMC 法による乱数

列の発生方法について説明する. 3.3 では, ハミルトンの運動方程式 (Hamiltonian’s equations of

motion) を時間反転性と体積保存を保ったまま数値的に求められる Leapfrog 法について解説する.

3.1 ハミルトニアン力学

ハミルトニアン力学は, 古典力学を再定式化する抽象的な概念として提案されたが, 単なる理論

の再定式ということ以上に, ハミルトニアン力学の定式化は, 統計力学や量子力学の発展に多大な

貢献をした. ハミルトン力学では，系の状態は一般化された座標と運動量 (qj, pj), (j = 1, ..., d)が

張る位相空間の一点に相当し，系の時間発展は位相空間の軌跡で与えられる．この系の時間発展を

表す軌跡の方程式がハミルトンの運動方程式,

dqj

dt
=

∂H

∂pj
, (3.1)

dpj

dt
= −∂H

∂qj
(3.2)

である．H はハミルトニアンと呼ばれ，系のエネルギーを表し，

H(q, p) =
d∑

j=1

p2
j

2mj
+ U(q) ≡ K(p) + U(q) (3.3)

と定義され，K(p)とU(q)は系の運動エネルギーとポテンシャルエネルギーをそれぞれ表す．また，

mj は質点の質量である．

3.2 HMC 法

n 個のデータ y = {yi}n
i=1 が与えらた場合, モデルのパラメータ θ = {θj}d

j=1 のベイズ推定は,

以下の式に基づいて行なわれる.

f(θ|y) =
f(y|θ)f(θ)

Z
(3.4)

ここで, f(θ|y), f(y|θ), f(θ) は, それぞれ事後確率密度関数, 尤度関数, 事前確率密度関数である.

また, Z は規格化因子を表し,

Z =
∫
Θ

f(y|θ)f(θ)dθ (3.5)

と定義され, 周辺尤度とも呼ばれる. 事前確率密度関数は過去のデータの情報を基に設定されるが,

過去のデータの情報がない場合は, 事前分布の情報が無いことを表す無情報事前分布が用いられる.

無情報事前分布を用いた場合, 事後分布は尤度関数と同等になる.
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事後確率密度分布 f(θ|y) と, これと独立な標準正規分布,

f(p) ≡
d∏

j=1

exp

(
− p2

j

2mj

)
(3.6)

の同時分布は,

f(θ,p|y) = f(θ|y)f(p) (3.7)

で与えらえる. ここで, p = {pj}d
j=1 と定義され, 仮想的な運動量を表す. HMC 法はこの同時分布

から乱数を生成する. (3.7) 式の両辺の対数をとると

log f(θ,p|y) = log f(θ|y) −
d∑

j=1

p2
j

2mj
(3.8)

となる. (3.8) 式の右辺第 1 項をポテンシャル・エネルギー, 第 2 項を運動エネルギーとみなすと,

H(θ,p) = − log f(θ|y) +
d∑

j=1

p2
j

2mj
(3.9)

= U(θ) + K(p)

となり, 事後確率密度関数をハミルトニアンと考えらえる. したがって, ハミルトニアンの運動方程

式 (3.1)–(3.2) 式より,

dθj

dt
=

∂K(p)
∂pj

=
pj

mj
(3.10)

dpj

dt
= −∂U(θ)

∂θj
=

∂

∂θj
log f(θ|y) (3.11)

となる. (3.10)–(3.11) 式を解くことで乱数を生成する.

HMC 法の特徴は，複数の確率変数を一度に更新できることが可能なことである. モンテカルロ

法で用いられる Metropolis 法も原理的には複数の確率変数を更新することが可能である．しかし，

その場合棄却率が小さくなるため実用上は一度に更新することは困難である．

HMC 法による乱数列の発生は以下のステップによって実行される．

1. 新しい乱数の候補 θnew を 乱数で決めた初期値 (3.10)–(3.11) 式のハミルトンの運動方程式か

ら求める．ただし，ハミルトンの運動方程式は解析的には解けないため，Leapfrog法で数値的

に求める．

2. 新しい乱数の候補を次の確率で選択する．

r = min [1, exp (−H(θ∗,p∗) + H(θ,p))]． (3.12)

3. 上記のステップを繰り返す．
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3.3 Leapfrog 法

(3.10)–(3.11) 式のハミルトンの運動方程式は解析的に解けないため, 数値的に解く必要がある.

HMC 法では時間反転性と体積保存を満足する数値積分法を用いる必要があり, それらを満足する

数値積分として Leapfrog 法が用いられる. Leapfrog 法で ε のステップサイズで (3.1)–(3.2) 式を

積分した式は,

pj

(
t +

ε

2

)
= pj (t) −

( ε

2

) ∂U(q(t))
∂qi

, (3.13)

qj (t + ε) = qj (t) + εpj

(
t +

ε

2

)
, (3.14)

pj (t + ε) = pj

(
t +

ε

2

)
−
( ε

2

) ∂U(q(t + ε))
∂qi

(3.15)

となる.

未知パラメータ θ に加え, 潜在変数 h = (h1, · · · , hd) も推定されるパラメータとして取り扱う.

このポテンシャルエネルギーを Leapfrog 法の (3.13)–(3.15) 式で用いて変数 q ≡ (θ,h) の新しい

値を求め, (3.12) 式の棄却率を用いて新しい変数の更新を行なう.

4 データと実証結果

4.1 データ

本論文では, 東京外国為替市場における 17:00 時の銀行間直物の EUR/USD, USD/JPY 6) と

DXY 7) の日次データを用いた. EUR/USD と USD/JPY のデータの観測期間は, 2015年 1月 5日

から 2019年 12月 30日までであり, DXY のデータの観測期間は 2015年 1月 1日から 2019年 12月

31日までである. 収益率 yt は, t 時点の為替レートを Pt とするとき, yt = (lnPt − ln Pt−1) × 100

(%) として計算を行なった. EUR/USD と USD/JPY の日次収益率の観測期間は, 2015年 1月 6

日から 2019年 12月 30日までであり, DXY の日次収益率の観測期間は 2015 年 1 月 2 日から 2019

年 12 月 31 日までである. 観測個数は EUR/USD と USD/JPY が 1225 であり, DXY が 1304 で

ある. データの要約統計量は, 表 1 に纏められている.

[ 表 1 ]

EUR/USDの収益率の歪度については正の値となっており, EUR/USD の収益率の分布は右に歪

んだ分布に従っている. USD/JPY と DXY の収益率の歪度については負の値となっており, これ

らの収益率の分布は左に歪んだ分布に従っている. また, EUR/USD, USD/JPY と DXY の収益

率の超過尖度については, 全ての為替レートに関して 0 を超えていることから, これらの収益率の

分布は正規分布よりも裾が厚いことがわかる. したがって, EUR/USDの収益率は, 正規分布より

も裾が厚く, 右に歪んだ分布に従っており, USD/JPY と DXY の収益率は, 正規分布よりも裾が厚

く, 左に歪んだ分布に従っていることがわかる.
6)EUR/USD, USD/JPY のデータは, 日経 NEEDS-FinancialQuest より取得した.
7)DXY のデータは, Bloomberg より取得した.
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4.2 実証分析

4.2.1 HMC 法による計算

HMC 法によるベイズ推定においては, 稼働検査期間として最初の 10,000 個を捨てた後, 100,000

個の確率標本を発生させ, MCMC の標本の独立性を担保するため標本の抽出は 5 つおきに合計

20,000 個の結果を用いた. また, 同時に走らせる MCMC の数 (チェーン数) は 3 とした. なお, 本

論文における数値計算は全て C 言語を用いている.

表 2 に HMC 法でサンプリングしたパラメータ θ とボラティリティの対数値 h の採択確率を

示す. 表 2 から, 日経 225 先物や TOPIX 先物のような株価指数の場合8) と異なり, パラメータ

θ = (φ, ση , ρ, μ) の採択確率は高くないことが分かる. 特に, USD/JPY やDXY に比べ EUR/USD

のパラメータ θ の採択率は, SVモデルで 75.7%, また, SVL モデルで 78.2% と低いことが分かる9)

.

[ 表 2 ]

HMC 法の運動方程式の数値解は Leapfrog 法により求められる. Leapfrog 法には 2 つの任意パ

ラメータ (ε, τ) があり, ε は仮想的な微小時間を, また, τ は時間ステップの回数をそれぞれ表す.

これらの値の整合性は, パラメータの採択確率, 事後自己相関関数, 標本経路, 事後確率密度関数等

から判断される. 経験上, ε は小さく, τ を大きくすると標本経路が状態空間を万遍なく十分に訪れ

ると考えられている. 潜在パラメータ h とパラメータ θ をアップデートする際に用いる任意パラ

メータ (ε, τ) には, (0.05,1000) と (0.01,5000) を用いた.

4.2.2 収束判定

HMC法の妥当性を調べるために,サンプリングによって得られた値が,ある事後分布に収束してい

るか判断する必要がある. 収束を判断するにはいくつかの方法があるが, 本論文ではサンプリングし

たパラメータの標本自己相関関数, 標本経路,事後確率密度関数の目視による判定と, Gelman-Rubin

統計量を併用して判定を行なう. Gelman-Rubin 統計量が 1 に近い場合, 連鎖が定常状態に収束し

ていると判断できる10) .

4.3 推定結果

4.3.1 EUR/USD の推定結果

図 1 に EUR/USD による標本自己相関関数, 標本経路, 事後確率密度関数を示す. また, 表 3 に

SV モデルと SVL モデルの各パラメータの Gelman-Rubin 統計量を示す. 図 1 の標本自己相関関

数より, いずれのパラメータにおいても十分に減衰していることが分かる. これより HMC 法によ

りサンプリングされたパラメータの定常分布への収束は十分に速いと言える. また, いずれのパラ
8)詳しくは, 戸塚・三井 (2020a), 戸塚・三井 (2020b) を参照.
9)ここでの採択確率には注意が必要である.

10)詳しくは, Gelman and Rubin (1992), Gelman (1996)を参照.
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メータの標本経路も安定した動きで十分に状態空間全体を推移していると見なし得ることから, 定

常分布に収束していると考えらえる. さらに, 表 3 から SV モデルと SVL モデルのいずれのパラ

メータの Gelman-Rubin 統計量もほぼ 1 に近い値であることが分かる. したがって, 得られた標本

系列は不変分布に十分収束していると言える.

[ 図 1 ]

[ 表 3 ]

[ 表 4 ]

表 4 に EUR/USD の日次収益率を用いた SV モデルと SVL モデルの推定結果を示す. 最初に,

ボラティリティに対するショックの持続性を表すパラメータ φ について検証する. 表 4 から SV モ

デルと SVL モデルの φ の事後平均はそれぞれ 0.8967 と 0.8929 であり, これらが 1 に近いことか

らボラティリティに対するショックが高い持続性を持つことが分かる. この結果は過去の研究11) と

整合的な結果となっている.

次に, EUR/USD の日次収益率とボラティリティとの間の相関を表すパラメータである ρ につい

て検証する. ρ の事後分布は 0.0740 と 0 に近い値であり, さらに, その 95% 信用区間は [–0.1293,

–0.2676] と 0 を含む区間である. このことから, EUR/USD の日次収益率とボラティリティの対数

値との間にはほぼ相関がないと考えられる. 次に, HMC 法の非効率性因子の値はあまり大きくな

く, 最も大きい ση であっても 37 程度であり, この結果は先行研究12) と整合的である. 最後に, SV

モデルと SVL モデルの推定された対数周辺尤度13) はそれぞれ 11097.72 と 1112.82 であり, SVL

モデルの対数周辺尤度が SV モデルのそれよりも大きいことが分かる. したがって, EUR/USD の

日次収益率に対しては SVL モデルの方があてはまりが優れているモデルであると考えられる.

4.3.2 USD/JPY の推定結果

図 2 に USD/JPY による標本自己相関関数, 標本経路, 事後確率密度分布を示す. また, 表 5 に

SV モデルと SVL モデルの各パラメータの Gelman-Rubin 統計量を示す. 図 2 から標本自己相関

関数の収束性や標本経路の傾向等は, EUR/USD と同様の振る舞いを示していることが分かる. さ

らに, 表 5 から SV モデルと SVL モデルのいずれのパラメータの Gelman-Rubin 統計量もほぼ 1

に近い値であることが分かる. したがって, EUR/USD と同様に得られた標本系列は不変分布に十

分収束していると言える.

[ 図 2 ]

[ 表 5 ]

11)Jacquier et al. (1994) は, それまでの SV モデルを推定した文献をサーベイし, φ の推定値には 0.8 から 0.995 ま
での値が得られているとしている.

12)例として, 大森・渡部 (2008)を参照.
13)詳しくは, Newton and Raftery (1994)を参照.
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表 6に USD/JPYの日次収益率を用いた SVモデルと SVLモデルの推定結果を示す. EUR/USD

と同様に φ と ρ の推定結果について検証する. 表 6 から SV モデルと SVL モデルの φ の事後平

均はそれぞれ 0.8686 と 0.8608 であり, これらは 1 に近いことから, USD/JPY も EUR/USD と同

様にボラティリティのショックが高い持続性を持つことが分かる. ρ の事後分布は –0.1806 と負の

値であり, さらに, 95% 信用区間も [–0.3272, –0.0275] であることから ρ が負である事後確率は 95

% より大きいと言える. したがって, ρ が負であることから, USD/JPY の日次収益率とボラティリ

ティの対数値との間には負の相関があると考えられる.

非効率性因子の値は, EUR/USD と同様にあまり大きくなく, 最も大きい ση であっても 37 以下

である. 最後に, SVモデルと SVLモデルの推定された対数周辺尤度はそれぞれ 1361.95と 1375.76

であり, SVL モデルの対数周辺尤度が SV モデルのそれよりも大きいことが分かる. したがって,

USD/JPY の日次収益率に対しては SVL モデルの方があてはまりが優れているモデルであると考

えられる.

4.3.3 DXY の推定結果

図 3 に DXY による標本自己相関関数, 標本経路, 事後確率密度分布を示す. また, 表 5 に SV モ

デルと SVL モデルの各パラメータの Gelman-Rubin 統計量を示す. 図 3 から標本自己相関関数の

収束性や標本経路の傾向等は, EUR/USD や USD/JPY と同様の振る舞いを示していることが分

かる. さらに, 表 7 から SV モデルと SVL モデルのいずれのパラメータの Gelman-Rubin 統計量

もほぼ 1 に近い値であることが分かる. したがって, EUR/USD や USD/JPY と同様に得られた

標本系列は不変分布に十分収束していると言える.

[ 図 3 ]

[ 表 7 ]

表 8 に DXY の日次収益率を用いた SV モデルと SVL モデルの推定結果を示す. 表 8 から SV

モデルと SVL モデルの φ の事後平均はそれぞれ 0.7785 と 0.6869 である. これらの値は 1 よりも

十分小さく, USD/JPY や EUR/USD とは異なりボラティリティのショックが高い持続性を持つと

は言えない. ρ の事後分布は –0.1806 と負の値であり, さらに, 95% 信用区間も [–0.3272, –0.0275]

であることから ρ が負である事後確率は 95 % より大きいと言える. したがって, ρ が負であること

から, USD/JPY の日次収益率とボラティリティの対数値との間には負の相関があると考えられる.

次に, 非効率性因子の値は, EUR/USD や USD/JPY と比べると大きな値となっており, 最も大

きい ση では 72.8 である. 最後に, SV モデルと SVL モデルの推定された対数周辺尤度はそれぞれ

1224.98 と 1420.76 であり, SVL モデルの対数周辺尤度が SV モデルのそれよりも大きいことが分

かる. したがって, DXY の日次収益率に対しては SVL モデルの方があてはまりが優れているモデ

ルであると考えられる.
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5 考察

EUR/USD, USD/JPY, DXYを用いた SVL モデルの推定されたパラメータ φ の事後平均は, そ

れぞれ 0.8929, 0.8608, 0.6896であった. EUR/USD, USD/JPY による値に比べ, DXY での値は小

さいことが分かる. 一方, SVL モデルでは, パラメータ θ に加え, ボラティリティの対数値 h も潜

在変数として推定している. パラメータの値とボラティリティのショックの持続性の関係を検証す

るために, ボラティリティの対数値 h の自己相関関数 (Autocorrelation function; 以下, ACF) を

図 4 に示す.

[ 図 4 ]

図 4 から, 次のことが分かる. EUR/USD の減衰が最も遅く, ラグが 40 でも相関があることが分

かる. 一方, USD/JPA の減衰はラグ 15 程度, DXY の減衰はラグ 5 程度と短い日数で減衰してい

ることが分かる. この減衰の様子は, EUR/USD, USD/JPY, DXY のそれぞれの φ の値の大きさ

と整合的である. したがって, φ の事後平均によるボラティリティに対するショックの持続性が高い

という結果とボラティリティの対数値 h の ACF から得られた h が長期記憶性を持つという結果

は整合していることから, ボラティリティの対数値 h の推定も十分良い結果であると考えられる.

EUR/USD, USD/JPY, DXYを用いた SVLモデルの推定された ρの事後平均,ならびに95%信用

区間から, EUR/USDは収益率とボラティリティとの間に相関はなく,一方, USD/JPYと DXYの収

益率とボラティリティとの間には負の相関があると考えらる. さらに, EUR/USD, USD/JPY, DXY

の日次収益率とボラティリティの対数値との関係を調べるために, 図 5 に EUR/USD, USD/JPY,

DXY の日次収益率と推定されたボラティリティの対数値 h の相互相関関数を示す.

[ 図 5 ]

図 5 から, ラグが 1 から 10 の間で次のことが分かる. EUR/USD の場合, 相互相関係数14) は

正の値であるが, 最も大きな相互相関係数の値は 0.0580と小さい. 一方, USD/JPY と DXY の

場合, 相互相関係数は負の値であり, 最も大きな相互相関係数は, USD/JPY が −0.1626, DXY が

−0.2642 である. また, ラグが大きくなると相互相関係数が小さくなることが分かる. この結果は,

推定されたパラメータ φ と整合的である. USD/JPY と DXY のグラフの違いを定量的に比較する

ために, 収益率とボラティリティの相互相関を次の関数で近似することを考える.

L(l) = −A exp
(
− l

T

)
. (5.1)

ここで, l はラグ, T は減衰時間, また, A は振幅 (相関の強さ)をそれぞれ表す. これらのパラメー

タは, 最小二乗法を用いてラグが 1 から 14 の範囲で求めた.USD/JPY と DXY の (τ,A) はそれぞ

れ (4.06,0.22) と (1.74,0.48)である. これより, USD/JPY は DXY に比べ相関は弱いが減衰は遅

いことが分かる.

14)相互相関係数を, 時刻 t の収益率と時刻 t + 1 のボラティリティの対数値との間の相関係数として定義する.
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6 結論と今後の課題

本論文は, HMC 法を用いて SVL モデルにより EUR/USD, USD/JPY, DXY の日次収益率を用

いてベイズ推定により実証分析を行なった. EUR/USD では, 収益率とボラティリティとの間には

非対称性が存在しないが, USD/JPY と DXY では非対称性が存在するという結果となった. また,

HMC 法を用いた SVL モデルのパラメータの推定結果は, 先行研究と整合的であることが分かっ

た. また, HMC 法を用いての SVL モデルによるベイズ推定は有効であることが明らかになった.

さらに, MCMC 法の効率性を示す非効率性因子から, HMC 法が他の MCMC 法と比較しても十分

有効であることも検証された.

今後の課題としては, 外国為替相場の収益率の収益率の分布は正規分布よりも裾が厚く非対称な

分布に従っているため, 誤差項には t 分布15) や非対称 t 分布等16) を用いて分析を行なうことであ

る. また, Takahashi et al. (2009) が提案している Realized Volatility (RV)を取り入れた Realized

SV モデル17) や Markov Switching モデル18) , 多変量 SVモデル19) を利用した実証研究が望ま

れる. HMC法の観点からは, 計算精度と計算の収束性の向上20) が挙げられる. 計算精度の向上

に関しては, Leapfrog法を行なう際のパラメータ（更新回数と更新の大きさ）を自動的に決定する

No-U-Turnアルゴリズム21)を導入する必要がある. また, 計算の収束性を改良する試みとして, 高

次元パラメータ空間のリーマン幾何学を活用し効率的なサンプリングを行なえるリーマン多様体

HMC法22) 等が提唱されている. これらの方法について今後検討する必要があると考えられる.

15)t分布以外にも一般化誤差分布 (Generalized Error Distribution; GED)や一般化 t分布 (Generalized t Distribution)
などが考えられる.

16)例えば, Nakajima and Omori (2010), 中島・大森 (2011)では, SVL モデルの誤差項の分布として一般化双曲型非対
称 t 分布 (genenalized hyperbolic skewed student t distribution) を適用して MCMC により実証分析を行なっている.

17)詳しくは, 大森・渡部 (2013) を参照.
18)Markov Switching を含んだ SV モデルの MCMC を用いたベイズ推定による実証研究としては, Shibata and

Watanabe (2005), 里吉 (2005)を参照.
19)多変量 SVモデルのサーベイとして詳しくは, 大森 (2019) を参照.
20)収束とは定常分布へ達することを指し, 計算の収束性の向上とは稼働検査期間の短縮を意味する.
21)詳しくは, Hoffman and Gelman (2014)を参照.
22)詳しくは, Girolami and Calderhead (2011)を参照.
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表 1: EUR/USD, USD/JPY, DXY の日次収益率の要約統計量

2015/1/6 – 2019/12/30 EUR/USD, USD/JPY

2015/1/2 – 2019/12/31 DXY

観測個数 平均 標準偏差 歪度 超過尖度 最大値 最小値

EUR/USD 1225 –0.0054 0.5192 0.2001 2.7767 3.0724 –2.0198
USD/JPY 1225 –0.0080 0.5393 –0.3429 2.4064 2.2784 –2.5547

DXY 1304 0.0050 0.4264 –0.0730 2.0362 2.0310 –2.4008

表 2: θ と h の採択確率

SV モデル SVL モデル
θ h θ h

EUR/USD 75.7 % 99.8 % 78.2 % 99.9 %
USD/JPY 88.0 % 99.9 % 94.9 % 99.9 %

DXY 96.9 % 99.8 % 99.2 % 99.9 %

表 3: EUR/USD の日次収益率を用いた SV モデルのパラメータの Gelman-Rubin 統計量

φ ση ρ μ

SV 1.0010 1.0018 1.0000
SVL 1.0005 1.0005 1.0001 1.0000
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表 4: EUR/USD の日次収益率を用いた推定結果

1 行目:事後平均および事後標準偏差, 2 行目:95%信用区間, 3 行目:非効率因子.

パラメータ SV SVL

0.8967 (0.05) 0.8929 (0.0542)
φ [0.7762, 09669] [0.7591, 0.9655]

22.2 25.5
0.3358 (0.0681) 0.3394 (0.0713)

ση [0.2282, 0.4940] [0.2334, 0.5123]
29.5 26.1

0.0740 (0.1011)
ρ [–0.1293, 0.2676]

7.4
–1.5642 (0.1147) –1.5617 (0.1135)

μ [–1.7895, –1.3346] [–1.7832, –1.3339]
3.5 3.3

対数周辺尤度 1109.72 1112.82

表 5: USD/JPY の日次収益率を用いた SV モデルのパラメータの Gelman-Rubin 統計量

φ ση ρ μ

SV 1.0030 1.0044 1.0001
SVL 1.0002 1.0006 1.0000 1.0000

15



表 6: USD/JPY の日次収益率を用いた推定結果

1 行目：事後平均および事後標準偏差, 2 行目：95%信用区間, 3 行目：非効率性因子.

パラメータ SV SVL

0.8686 (0.0508) 0.8608 (0.0492)
φ [0.7531, 0.9513] [0.7727, 0.9320]

27.2 11.7
0.4023 (0.0728) 0.4129 (0.0705)

ση [0.2786, 0.5634] [0.3070, 0.5370]
37.2 21.0

–0.1806 (0.0912)
ρ [–0.3272, –0.0275]

8.5
–1.5435 (0.1091) –1.5463 (0.1039)

μ [–1.7569, –1.3242] [–1.7136, –1.3758]
4.2 2.8

対数周辺尤度 1361.95 1375.76

表 7: DXY の日次収益率を用いた SV モデルのパラメータの Gelman-Rubin 統計量

φ ση ρ μ

SV 1.0020 1.0015 1.0001
SVL 1.0014 1.0017 1.0001 1.0003
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表 8: DXY の日次収益率を用いた推定結果

1 行目：事後平均および事後標準偏差, 2 行目：95%信用区間, 3 行目：非効率性因子.

パラメータ SV SVL

0.7785 (0.1258) 0.6869 (0.1486)
φ [0.4430, 0.9294] [0.3247, 0.8983]

71.1 56.6
0.4244 (0.1023) 0.5092 (0.1132)

ση [0.2698, 0.6718] [0.3084, 0.7434]
72.8 54.5

–0.2191 (0.0852)
ρ [–0.3795, –0.0437]

12.1
–1.9296 (0.0852) –1.9420 (0.0754)

μ [–2.0940, –1.7555] [–2.0844, –1.7874]
7.6 7.9

対数周辺尤度 1224.98 1420.76
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図 1: EUR/USDを用いた SVL モデルの推定結果

標本自己相関関数 (上段), 標本経路 (中段), 事後確率密度関数 (下段).

図 2: USD/JPYを用いた SVL モデルの推定結果

標本自己相関関数 (上段), 標本経路 (中段), 事後確率密度関数 (下段).
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図 3: DXY を用いた SVL モデルの推定結果

標本自己相関関数 (上段), 標本経路 (中段), 事後確率密度関数 (下段).

図 4: EUR/USD, USD/JPY, DXYのボラティリティの対数値 hの ACF (2015/1/6 – 2019/12/30)

図 5: EUR/USD, USD/JPY, DXY のボラティリティの対数値 h の相互相関係数 (2015/1/6 –
2019/12/30)
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