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1．はじめに

日経 225先物は，大阪証券取引所の他，
Chicago Mercantile Exchange（CME）や Singapore 

Exchange Derivatives Trading Limited（SGX-DT）
にも上場されている．そのため，日経 225先物は
非常に流動性が高く，最も活発に取引されてい
る．本論文では，日経 225先物のボラティリティ
の長期記憶（long memory）性に焦点を当て実証
分析を行なう．ボラティリティの長期記憶性が存
在するならば，長期の限月をもつ先物の価格付け
がより正確に行なうことができるようになる．長
期記憶性を捉えるため Baillie et al.（1996）の
FIGARCH（Fractionally Integrated GARCH）モデル
と Bollerslev and Mikkelsen（1996）の FIEGARCH

（Fractionally Integrated Exponential GARCH）モデ
ルを使用する．渡部・佐々木（2005）では AR（1）
-FIEGARCHモデルにより日経 225先物の実証分
析を行なっているが，誤差項には正規分布を仮定
している．しかし，株価収益率の分布は，古くか
ら正規分布よりも裾が厚い分布（fat tail）である
ことが知られている．そのため ARCH型モデル
の誤差項には，正規分布以外の仮定をおく場合が
多い．また，多くの先行研究では，誤差項の分布
に正規分布よりも尖度の高い分布を用いた方が当
てはまりが良いとの結果が得られている．した
がって，本研究では，誤差項の分布として標準正
規分布の他に，基準化された Student-t分布
（standardized Student-t distribution），一般化誤差分

布（GED：Generalized Error Distribution），基準化
された skewed-Student t分布（standardized skewed-

Student t distribution）を使用することにする．こ
れらを仮定したモデルにより日経 225先物価格の
ボラティリティの変動性に関して分析を行なう．
実証分析を進めるにあたっては，2000年 1月 4

日から 2012年 10月 31日までの日経 225先物価
格の日次データを用いて実証的な検証を行なっ
た．本研究の実証分析の結果として，主に以下の
結果が得られた．（1）日経 225先物のボラティリ
ティは，定常長期記憶過程か，あるいは，非定常
長期記憶過程に従う．（2）日経 225先物価格の収
益率とボラティリティとの間の非対称性が存在す
る．（3）日経 225先物における時系列分析に対し
て正規分布よりも裾の厚い分布を用いることは有
効である．
本論文の以下の構成は次の通りである．第 2節
では，FIGARCHモデルに関して解説し，本論文
で用いた誤差項の分布について説明する．第 3節
では，本論文で利用した日経 225先物のデータと
FIGARCHモデルによる実証結果に関して述べ
る．最後の第 4節では，まとめと今後の課題につ
いて言及する．

2．分析モデル

2. 1　FIGARCHモデルと FIEGARCHモデル
t時点の日経 225先物の収益率を Rtとする．Pt

を t時点の日経 225先物価格の水準とすると，t

時点の日経 225先物の収益率 Rtは以下のように
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定義される．
　　Rt =（ln Pt－ln Pt－ 1）× 100 . （2.1）
このとき，収益率 Rtの過程を以下のようにおく．
　　 （2.2）
　　 t = σt zt , σt > 0, （2.3）
　　zt ~ i.i.d., E [zt ] ＝ 0，Var [zt ] ＝ 1 . （2.4）

ここで，（2.2）式の定数項μは期待収益率， tは
誤差項であり，収益率に自己相関は無いと仮定す
る．i. i. d.は，過去と独立で同一な分布（independent 

and identically distributed）を表す．E［·］は期待値，
Var［·］は分散を表す．本論文では，ボラティリティ
の 変 動 の 特 性 を 捉 え る た め に，Baillie et 

al.（1996） が 提 案 し た FIGARCHモ デ ル と
Bollerslev and Mikkelsen（1996） が 提 案 し た
FIEGARCHモデルを用いる．FIGARCH（p, d, q）
モデルは，ボラティリティσt

2が以下の過程で表
される 1）．

σ2
t = ω[1－β（L）]－1

+ 1－[1－β（L）]－1φ（L）（1－L）d 2
t .

 （2.5）

ここで，β（L）＝β1L＋β2L
2＋…＋βpL

p，φ（L）＝［1－
α（L）－β（L）］（1－L）－1，α（L）＝α1L＋α2L

2＋…＋
αqL

qを表す．また，Lはラグ・オペレータ（Lag 

operater）を表し，Liyt＝yt－1，（i＝0, 1…）となる．（1－
L）dは，以下のように表現される．

（1－L）d =
∞

k =0

Γ（d + 1）
Γ（k + 1）Γ（d－ k + 1）L k

= 1 +
∞

k =1

d（d－ 1）· · ·（d－ k + 1）
k !

（－L k）.
 （2.6）

ここで，Γ（·）はガンマ関数（gamma function）2）で
ある．（1－L）dにおける dが長期記憶性 3）を捉え
るパラメータを示す．0＜d＜1となるとき，ボラ
ティリティσt

2は長期記憶過程に従っていること
がわかる．また，0＜d＜0.5のとき定常長期記憶
過程と呼び，0.5 d＜1のとき非定常長期記憶過
程と呼ぶ．d＝1のとき，ボラティリティσt

2は単
位根を持ち非定常過程となる．d＝0のとき短期
記憶過程となり，Bollerslev（1986）の GARCH（p, 

R t＝ μ + t ,

q）モデルとなる 4）．ここで，FIGARCH（1, d, 1）モ
デルは以下のように表される．

σ2
t = ω[1－β1（L）]－1

+ 1－[1－β1（L）]－1φ1（L）（1－L）d 2
t .
 （2.7）

FIEGARCH（p, d, q）モデルは，ボラティリティσt
2

が以下の過程で表される．
ln（σ2

t）= ω+φ（L）－1（1－L）－d [1 +α（L）]g（zt－1）,
 （2.8）

 （2.9）

ここでは，ボラティリティの対数値を被説明変数
としてパラメータの非負制約を取り除き定式化さ
れている．θ＜0ならば，資産価格が上昇した日
の翌日よりも，資産価格が下落した日の翌日の方
がボラティリティは上昇する．このモデルでは，
ボラティリティの対数値を被説明変数としている
ためω，β，α，θ，γに非負制約は必要としない．
d＝0のとき，Nelson（1991）の EGARCH（p, q）モ
デルとなる 5）．
次数 p，qの選択は，過去の実証研究において

p＝1，q＝0とする場合が多い 6）ので，本論文で
も FIGARCH（1, d, 0），FIEGARCH（1, d, 0）を用
いて分析を行なう．FIGARCH（1, d, 0）は，以下の
ように表現される．

σ2
t = ω[1－β1（L）]－1

+ 1－[1－β1（L）]－1（1－L）d 2
t .

 （2.10）

また，FIEGARCH（1, d, 0）は以下のように表現さ
れる．

ln（σ2
t）= ω+ [1－β1（L）]－1（1－L）－dg（zt－1）,

g（zt－1）= θzt－1 +γ[|zt－1 |－ E |zt－1 | ].
 （2.11）

これらのモデルを用いて日経 225先物のボラティ
リティの変動特性に関して実証分析を行なう．

g（zt－1）=θz t－1 +γ[|zt－1 |－ E |zt－1 | ]

g（zt－1）=
（θ+γ）|zt－1 |－γE（|zt－1 |）, if zt－1 > 0,
（－θ+γ）|zt－1 |－γE（|zt－1 |）, if zt－1 < 0.
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2. 2　誤差項の分布の仮定
資産収益率の分布は，正規分布よりも裾が厚い

分布であることが知られている．また，多くの先
行研究では，誤差項の分布に正規分布よりも尖度
の高い分布を用いた方が当てはまりが良いとの結
果が得られている．したがって，本論文では，zt

の分布として，標準正規分布，基準化された 

Student-t分布，一般化誤差分布，基準化された 

skewed-Student t分布 7）を使用することにする 8）．
（i）Student-t分布：
基準化された Student-t分布の密度関数 f（t）（zt；ν）
は以下のように与えられる．

f（t）（zt ; ν）=

×

Γ（（ν＋1）/ 2）
Γ（ν/ 2） π（ν－ 2）

1 +
z 2

t

ν－ 2

－（ν+1）/ 2

, ν > 2.

 （2.12）

ここで，νは自由度（degree of freedom）を表す．
Student-t分布は 0について左右対称となり，
ν＞4に対して尖度は 3よりも大きくなる 9）．ま
た，ν→∞のとき標準正規分布の密度関数に収束
する．
（ii）GED：

GEDの密度関数 f（GED）（zt；ν）は以下のように与
えられる．

f（GED）（zt ν）=
ν exp －1

2 |zt /λ ν |ν

λν 2（1+ 1
ν）Γ（1/ν）

, ν > 0,

λν =
Γ（1 /ν）2（－2 /ν）

Γ（3 /ν）

 （2.15）

ここで，νは裾の厚さを示すパラメータである．
ν＝2のとき ztは標準正規分布に従う．ν＜2のと
き正規分布より裾が厚い分布に従い 10），ν＞2の
とき正規分布より裾が薄い分布に従う 11）．
（iii）skewed-Student t分布：
基準化された skewed-Student t分布の密度関数

f（skt）（zt；ν, ξ）は以下のように与えられる．

f（skt）（zt ν, ξ）= Γ（（ν+1）/ 2）
Γ（ν/ 2） π（ν－ 2）

2s
ξ+1 /ξ

× 1 +
（sz t+ m）2

ν－ 2
ξ－2I t

－（ν+1）/ 2

, ν > 2.

 （2.16）
ただし，

I t =
1 if zt －m

s

－1 if zt <－m
s
 （2.17）

とする．ここで，νは自由度を表し分布の厚さを
示す．ξは非対称パラメータを表し，分布の歪み
を示す．また，

m = Γ（（ν + 1）/ 2） ν－ 2
πΓ（ν/ 2） ξ－ 1

ξ
, （2.18）

s = ξ + 1
ξ
－ 1 －m 2  （2.19）

である．ξ＝1，あるいは，ln（ξ）＝0のとき左右
対称となり Student-t分布と等しくなる．ξ＞1，
あるいは，ln（ξ）＞0のとき分布の右裾が厚くな
る．また，ξ＜1，あるいは，ln（ξ）＜0のとき分
布の左裾が厚くなる．ztの分布が標準正規分布，
基準化された Student-t分布，GED，基準化され
た skewed-Student t分布に従う場合，（2.2）式の zt

は各々以下のように表現される 12）．
zt～i. i. d. N（0, 1）， （2.20）
zt～i. i. d. t（0, 1, ν）， （2.21）
zt～i. i. d. GED（0, 1, ν）， （2.22）
zt～i. i. d. skt（0, 1, ν, ξ）． （2.23）

2. 3　推定法
パラメータ集合をΘとするとき，FIGARCH

（1, d, 0）モデルの誤差項が正規分布に従うときに
はΘ＝（μ, λ, ω, d, β1），誤差項が Student-t分布，
GEDに従うときには自由度νが追加されΘ＝
（μ, λ, ω, d, β1, ν），誤差項が skewed-Student tに
従うときにはξが追加されΘ＝（μ, λ, ω, d, β1, ν, ξ）
となる．また，FIGARCH（1, d, 0）の場合には，各々
の FIGARCH（1, d, 0）モデルパラメータ集合にθと
γが追加される 13）．このとき尤度関数は以下のよ
うになる．
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L（Θ）= f（R 1, R 2, · · · , R T |Θ）

=
T

t=1

1
σt

f t

σt
.

 （2.24）

したがって，対数尤度関数は，

ln L（Θ）= －
T

t=1

ln（σt）+
T

t=1

ln f t

σt
 （2.25）

となる．また，誤差項となる標準正規分布，基準
化された Student-t分布，GED，基準化された
skewed-Student t分布に対する対数尤度関数 lnL（n），
lnL（t），lnL（GED），lnL（skt）と FIEGARCH（1, d, 0）モデ
ルにおいて，（2.11）式の標準正規分布，基準化
さ れ た Student-t分 布，GED， 基 準 化 さ れ た
skewed-Student t分布に対する E（|zt|）（n），E（|zt|）（t），
E（|zt|）（GED），E（|zt|）（skt）に関しては，各々，補論 A

と補論 Bを参照して頂きたい．パラメータの推
定 に 関 し て は， 統 計 分 析 ソ フ ト G@

RCH4.2OxMetrix14）を利用して対数尤度関数を最
大化することにより行なう．

2. 4　本論文で使用するモデル
本論文では，ボラティリティの変動性の分析に

ついて，2.1で説明した FIGARCH（1, d, 0）モデル
と FIEGARCH（1, d, 0）モデルを使用する．また，
誤差項の分布は，2.2で解説した，正規分布，
Student-t分布，GED，skewed-Student t分布を仮
定する．本論文で使用する 8種類のモデルを纏め
ると以下のようになる．

1.　FIGARCH（1, d, 0）-n…（2.2）－（2.4），（2.10），
（2.20）式 15）．

2.　FIGARCH（1, d, 0）-t…（2.2）－（2.4），（2.10），
（2.21）式．

3.　FIGARCH（1, d, 0）-GED…（2.2）－（2.4），
（2.10），（2.22）式．

4.　FIGARCH（1,  d ,  0）-skt…（2.2）－（2.4），
（2.10），（2.23）式．

5.　FIEGARCH（1,  d ,  0）-n…（2.2）－（2.4），

（2.9），（2.11），（2.20）式 16）．
6.　FIEGARCH（1, d, 0）-t…（2.2）－（2.4），（2.9），
（2.11），（2.21）式．

7.　FIEGARCH（1, d, 0）-GED…（2.2）－（2.4），
（2.9），（2.11），（2.22）式．

8.　FIEGARCH（1, d, 0）-skt…（2.2）－（2.4），
（2.9），（2.11），（2.23）式．

“-n”，“-t”，“-GED”，“-skt” は，誤差項が各々，正規
分布，Student-t分布，GED，skewed-Student t分布
に従うことを表す．

3．データと実証結果

3. 1　データ
本研究では，データとして大阪証券取引所で取
引されている日経 225先物価格 17）を使用し，日
経 NEEDS-FinancialQuestからデータを取得した．
先物データ系列は各限月ごとに分かれているた
め，期近物を繋げることによりデータ系列の作成
を行なった 18）．サンプル期間は，2000年 1月 4

日から 2012年 10月 31日までである（図 1を参
照）19）．収益率は，（2.1）式を用いて計算を行なっ
た（図 2を参照）．標本期間は，2000年 1月 5日
から 2012年 10月 31日まで，標本数は 3154であ
る．データの基本統計量として，平均，標準偏差，
歪度，尖度，最大値，最小値，正規性の検定統計
量 20）が表 1に纏められている．尖度について，“3”
を超えていることから，また，正規性検定が有意
なことから，日経 225先物の収益率の分布は正規
分布よりも裾が厚いことがわかる．また，収益率
のヒストグラム・密度関数は，図 3に描かれてい
る．ここでは，密度と正規近似が重ねて描かれて
いる．N（s＝1.631）は，表 1より正規近似が平均
－0.024，分散が 1.6312の正規分布 N（－0.024，
1.6312）に従うことを表している．

3. 2　実証結果
本論文の実証結果は，表 2に纏められている．
実証結果を纏めると以下のようになる．
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（i）FIGARCH（1, d, 0）モデル：μに関しては，
誤差項が正規分布，skewed-Student t分布に
従う場合には有意ではなく，GED分布，
Student-t分布に従う場合には統計的に有意な
結果となった．ωに関しては，全ての分布に
関して統計的に有意な推定値となった．長期
記憶性を示す dの推定値は，0.481，0.510，
0.493，0.836であり，統計的に有意な結果が

得られた．ただし，dの推定値が 0＜d＜0.5

の定常長期記憶過程の場合と 0.5 d＜1の非
定常長期記憶過程の場合に分かれる結果と
なった．β1はボラティリティの持続性を表
すパラメータであり，全ての分布に関して統
計的に有意な推定値となっている．自由度ν
に関して，t分布，skewed-Student tの場合に
は推定値は各々8.749，9.369であり統計的に

図 1．終値（2000/1/4－2012/10/31）
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図 2．収益率（2000/1/5－2012/10/31）
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有意な結果となり，各々，ν＞4となってい
る．また，GED分布の場合にも推定値は 1.479

であり統計的に有意な結果となりν＜2と
なっている．これらの結果より，日経 225先
物価格の収益率は正規分布よりも裾の厚い分
布に従っていることがわかる．また，非対称
パラメータ ln（ξ）の推定値は－0.106で統計
的に有意であり，収益率の分布の左裾が厚い
ことを示している．

（ii）FIEGARCH（1, d, 0）モデル :μに関しては，
全ての分布について統計的に有意ではなく，
ωに関しては，全ての分布に関して統計的に
有意な推定値となった．長期記憶性を示す d

の推定値は，0.167，0.467，0.223，0.138で
あり，統計的に有意な結果が得られた．dの
推定値が 0＜d＜0.5であるということは，日
経 225先物のボラティリティσ2の過程は，
定常長期記憶過程に従っていることがわか

る．β1は，全ての分布に関して統計的に有
意な推定値となっている．非対称性を示すパ
ラメータθに関しては，全ての分布において
統計的に有意な結果が得られた．自由度νに
関して，Student-t分布，skewed-Student tの
場合には推定値は各々5.845，12.10であり統
計的に有意な結果となりν＞4となっている．
また，GED分布の場合にも推定値は 1.557で
あり統計的に有意な結果となりν＜2となっ
ている．これらの結果より，ここでも日経
225先物価格の収益率は正規分布よりも裾の
厚い分布に従っていることがわかる．また，
ln（ξ）の推定値は－0.110で統計的に有意で
あり，ここでも日経 225先物価格の収益率の
分布の左裾が厚いことを示されている．
次に，FIGARCH（1, d, 0）モデルと FIEGARCH

（1, d, 0）モデルの定式化が正しいかどうかのモデ
ルの診断を Ljung-Boxの Q統計量により行なう 21）．

図 3．ヒストグラム・密度関数（2000/1/5－2012/10/31）
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0.25

0.30

0.35 Nikkei 225 futures N(s=1.631)

表 1．収益率Rt（％）の基本統計量
2000年 1月 5日－2012年 10月 31日，標本数 3154

平均 標準偏差 歪度 尖度 最大値 最小値 正規性検定
日経 225先物 －0.024 1.631 －3.05 15.28 18.81 －14.00 3973.＊＊

＊＊は有意水準 1％で有意であることを示す．
出所）筆者作成．
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表 2の Q（20）と Q2（20）は，各々20次までの基準
化した残差（ σ̂̂－1）とその 2乗の Ljung-Boxの Q統
計量を表している．ここでは，漸近的に自由度
20のχ2分布に従う．FIGARCH（1, d, 0）モデルと
FIEGARCH（1, d, 0）モデルに関して統計的に有意
な推定値が得られていない．全ての Q（20）と Q2

（20）の値に対して，帰無仮説は 10％有意水準で
も棄却することはできない．ここから，
FIGARCH（1, d, 0）モデルと FIEGARCH（1, d, 0）モ
デルは，日経 225先物のボラティリティの自己相
関を捉えていることがわかる．

4．結論と今後の課題

本論文は，FIGARCH（1, d, 0）モデル，FIEGARCH

（1, d, 0）モデルを用いて日経 225先物のボラティ
リティの変動性に関して分析を行なったものであ
る．日経 225先物価格のデータを用いてボラティ
リティの長期記憶性に焦点を当て実証的な検証を
行なった．

FIGARCH（1, d, 0）モデルについては，誤差項が
Student-t分布，skewed-Student t分布に従う場合
には日経 225先物のボラティリティは定常長期記
憶過程に従っており，GED分布，Student-t分布
に従う場合には非定常長期記憶過程に従っている

表 2．モデルの推定結果

R t =μ+ t t =σt zt , σt > 0, z t ~ i.i.d., E [zt ] = 0 , V ar [zt ] = 1 .

F IGARCH（1, d, 0） : σ2
t = ω[1－β1（L）]－1 + 1－[1－β1（L）]－1（1－L）d 2

t .

F IEGARCH （1, d, 0） ：  ln（σ2
t）= ω+ [1－β1（L）]－1（1－L）－dg（zt－1）,

g（zt－1）=θz t－1 +γ[|zt－1 |－ E |zt－1 | ].

FIGARCH（1, d, 0） FIEGARCH（1, d, 0）
n t GED skt n t GED skt

μ 0.035 0.049＊ 0.050＊ 0.028 0.011 0.076＊ 0.010 0.008
（1.546） （2.249） （2.247） （1.249） （0.513） （2.242） （0.482） （0.363）

ω 0.094＊ 0.079＊ 0.084＊ 0.037＊ 0.765＊ 0.914＊ 0.502＊ 0.426＊

（3.066） （3.262） （3.175） （2.189） （5.066） （3.939） （2.034） （2.094）
d 0.481＊ 0.510＊ 0.493＊ 0.836＊ 0.167＊ 0.467＊ 0.223＊ 0.138＊

（3.962） （2.608） （3.660） （9.924） （3.254） （9.650） （2.440） （2.664）
β1 0.425＊ 0.494＊ 0.459＊ 0.807＊ 0.924＊ 0.388＊ 0.912＊ 0.945＊

（3.229） （2.418） （3.193） （11.63） （12.18） （2.046） （4.474） （17.55）
θ － － － － －0.089＊ －0.225＊ －0.082＊ －0.082＊

（－4.668）（－4.104）（－3.947）（－4.186）
γ － － － － 0.156＊ 0.006＊ 0.139＊ 0.138＊

（5.476） （2.668） （3.874） （4.685）
ν － 8.749＊ 1.479＊ 9.369＊ － 5.845＊ 1.557＊ 12.10＊

（6.089） （21.43） （5.887） （9.177） （21.21） （4.724）
ln（ξ） － － － －0.106＊ － － － －0.110＊

（－4.308） （－4.258）
Log-lik. －5526.07 －5481.37 －5488.41 －5472.48 －5486.08 －5559.74 －5461.73 －5448.24
Q（20） 12.25 11.61 11.90 11.66 14.38 20.52 13.70 13.72
Q2（20） 20.36 36.25 24.56 29.76 19.52 27.52 19.50 20.83

＊は有意水準 5％で有意であることを示す．括弧内の数値は t値を表す．
出所）筆者作成．
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ことが明らかとなった．また，FIEGARCH（1, d, 0）
モデルについては，ボラティリティは全ての分布
に関して定常長期記憶過程に従っていることが明
らかとなった．また，日経 225先物の収益率とボ
ラティリティとの間には非対称性があることがわ
かった．日経 225先物価格の日次収益率の分布に
対して Student-t分布，GED分布，skewed-Student 

t分布などの正規分布よりも裾の厚い分布を用い
ることは有効であるという結果を得た．
今後の課題としては，現物資産の日経 225につ

いてはオプション取引も行なわれているので，
FIGARCHモデル，FIEGARCHモデルによるオプ
ション価格付けへの応用を行なうことも重要であ
る．その他の Fractionally Integrated ARCH型モデル
として，Ding et al.（1993）の APGARCH（Asymmetric 

Power GARCH）モデルを発展させた Tse（1998）
の FIAPARCH（Fractionally Integrated APGARCH），
Hwang（2001）の ASYMM-FIGARCH（Asymmetric 

FIGARCH），Davidson（2004）の HYGARCH（Hy-

perboric GARCH）がある．これらのモデルも用
いて，ボラティリティの長期記憶性の分析を行な
い比較を行なうことやジャンプ過程，曜日効果な
どをモデルに組み込んで分析を行なうことなどが
考えられる．

補論A：lnL（n），lnL（t），lnL（GED），lnL（skt）

誤差項となる標準正規分布，基準化された
Student-t分 布，GED， 基 準 化 さ れ た skewed-

Student t分布に対する対数尤度関数 lnL（n），lnL（t），
lnL（GED），lnL（skt）は以下のように記述される．

ln L（n）=－
1
2

T

t=1

ln（2π）+ ln（σ2
t）+ z 2

t ,

ln L（t）= T lnΓ ν+ 1
2

－lnΓ ν
2

－ 1
2
ln[π（ν－ 2）]

－ 1
2

T

t=1

ln（σ2
t）+（ 1+ν）ln 1+ z2

t

ν－ 2
,

 （4.1）

ln L（GED ）=
T

t=1

ln ν
λν

－ 1
2
zt
λν

ν

－ 1+ 1
ν ln（2）－lnΓ 1

ν －1
2
ln（σ2

t）,

 （4.2）

ln L（skt ）=

×

T lnΓ ν+ 1
2

－lnΓ ν
2

－ 1
2
ln[π（ν－ 2）] + ln 2

ξ+ 1
ξ

+ ln（s）

－ 1
2

T

t=1

ln（σ2
t）+（ν+ 1）

ln 1 +（sz t + m）2
ν－ 2

ξ－2I t .

 （4.3）

補論B：E（|zt|）（n），E（|zt|）（t），E（|zt|）（GED），
E（|zt|）（skt）

FIEGARCH（1, d, 0）モデルにおいて，（2.11）式
の標準正規分布，基準化された Student-t分布，
GED，基準化された skewed-Student t分布に対す
る E（|zt|）（n），E（|zt|）（t），E（|zt|）（GED），E（|zt|）（skt）は以下
のように表される．

 （4.4）

 （4.5）

E（|zt |）（GED）= 2（1 /ν）λν
Γ（2/ν）
Γ（1/ν）,  （4.6）

E（|zt |）（skt）=
4ξ2

ξ+ 1/ξ
Γ（（ 1+ν）/2）ν－ 2

πΓ（ν/2） .  （4.7）

 （日本大学経済学部准教授）

注
 1） あるいは，以下のように表現される．

 　　　
σ2

t = ω＊+
∞

i =1

ψi L
i 2

t

= ω＊+ψ（L）2
t , 0 d 1.

 ここで，

E（|zt |）（n）= 2/π,

E（|zt |）（t）=
2Γ（（ 1+ν）/2）ν－2

πΓ（ν/2） ,
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ω＊= ω[1－β（L）]－1 ,

ψ（L）= 1－[1－β（L）]－1φ（L）（1－ L）d .

 2） ガンマ関数は以下のように定義される．

 　　　Γ（ν）=
∞

0
x ν－1 e－x dx, for ν > 0.

 3） kの自己相関係数（autocorrelation coeffi cient）を

ρ（k）とするとき，
∞

k=1

|ρ（k）| < ∞ならば短期記憶

過程に従い，
∞

k=1

|ρ（k）| = ∞ならば長期記憶過程

に従う．長期記憶性に関して詳しくは，矢島
（2003），松葉（2007）を参照．

 4） GARCH（p, q）モデルは，ボラティリティσt
2が以

下の過程で表される．

 　　　σ2
t = ω+

q

i=1

αi
2
t－ i +

p

j =1

βjσ2
t－ j .

 ラグ・オペレータ Lを用いると GARCH（p, q）モ
デルは，以下のように表現される．

 　　　σ2
t = ω+α（L）2

t +β（L）σ2
t .

 5） EGARCH（p, q）は，ボラティリティσt
2が以下の過

程で表される．

 　　

ln（σ2
t ）= ω+

p

j =1

βj ln（σ2
t－ j

+

）

q

i=1

αi [θzt－ i +γ（| z t－ i |－E（| z t－ i |））].

 ラグ・オペレータ Lを用いると EGARCH（p, q）モ
デルは，以下のように表現される．

 　　
ln（σ2

t ）= ω+ [1－β（L）]－1 [1+ α（L）]g（z t－1）,
g（z t－1）= θzt－1 +γ[| zt－1 |－ E | z t－1 | ].

 6） 日本の株式市場におけるボラティリティの長期記
憶性の研究として，渡部・佐々木（2005，2006），
竹内（野木森）・渡部（2008），竹内（野木森）
（2009）がある．これらの研究では，FIEGARCH

（1, d, 0）モデルにより実証分析を行なっている．
 7） Giot and Laurent（2004）は， Fernández and Steel（1998）
の提案した skewed-Student t分布を利用して ARCH

型モデルを基にした VaR（Value-at-Risk）に適用
して株価指数と外国為替レートの分析を行なって

いる．
 8） その他の利用可能な正規分布よりも裾が厚い分布
を ARCH型モデルに応用した研究として， 
Bollerslev et al.（1994）の一般化 t分布（generalized 

t dstribution）やMichelfelder（2005）の skewed GED

（SGED）などがある．
 9） 自由度νの Student-t分布の尖度 K t分布は，

 　　　K t =分布 3（ν－ 2）
ν－ 4  （2.13）

 　　　= 3 + 6
ν－ 4

, ν> 4 （2.14）

 となる．したがって，尖度は必ず 3より大きくなる．
10） ν＝1のとき ztは，double exponential distributionあ
るいは，Laplace distributionに従う．

11） ν＝∞のとき ztは，区間（－ 3， 3）の一様分
布（uniform distribution）に従う．

12） 詳しくは，Bauwens and Laurent（2005）を参照．
13） 誤差項が正規分布に従うときにはΘ＝（μ, λ, ω, 

d, β1, θ, γ），誤差項が Student-t分布，GEDに従う
ときにはΘ＝（μ, λ, ω, d, β1, θ, γ, ν），誤差項が
skewed-Student tに従うときにはΘ＝（μ, λ, ω, d, 

β1, θ, γ, ν, ξ）となる．
14） 詳 し く は，Doornik（2006），Laurent and Peters

（2006），市川（2007），三井（2010）， Xekalaki and 

Degiannakis（2010）を参照．
15） 例えば，FIGARCH（1, d, 0）-nは，纏めると以下の
ように表される．

 
R t =μ+λσt + t t =σt z t , σt > 0, z t ~ i.i.d.N（0, 1）,

σ2
t =ω[1－β1（L）]－1+ 1－[1－β1（L）]－1（1－L）d 2

t .

16） 例えば，FIEGARCH（1, d, 0）-nは，纏めると以下
のように表される．

 

R t =μ+λσt + t t =σt z t , σt > 0, z t ~ i.i.d.N（0, 1）,
ln（σ2

t ）= ω+ [1－β1（L）]－1（1－ L）－d g（z t－1）,
g（z t－1）= θzt－1 +γ[| zt－1 |－ E | z t－1 | ].

17） 9：00－15：15に取引される日経 225先物を研究
対象とする．16：00－翌日 3：00のナイト・セッ
ションに関しては研究対象としない．また，
CMEや SGX-DTで取引されている日経 225先物
も対象外とする．
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18） 日経 225先物の限月は 3月・6月・9月・12月の
5限月となっている．

19） 本研究では，図の作成は PcGive（統計・時系列
分析ソフト）により行なった．作成したファイル
は “.eps” ファイルで LATEXに取り込むことがで
きる．PcGiveに関して詳しくは，Doornik and 

Hendry（2001），ヘンドリー・ドーニック（2006）
を参照．

20） 本論文では，収益率分布の正規性検定を行なう際
に，歪度と尖度を用いる Jarque and Bera（1987）
の方法を利用した．Jarque-Bera検定統計量 JBは，

 　　　JB =
ˆskew

2
T

6
+（

ˆkurt－ 3）2 T
24

~ χ 2（2）

 として与えられる．ここで，skêw，kûrtはデータ
から計算される歪度と尖度を各々表し，Tは標本
数を表す．正規分布であれば JB＝0であり，正
規分布から乖離するほど JBの値は大きくなる．
詳しくは，Jarque and Bera（1987）を参照．

21） Ljung-Boxの統計量は，以下のように計算される．

 　　　QLB = T（T + 2）
n

i =1

r 2
i

T－ i

 ここで，

 ri =
T

T－ i

T

t = i +1

（̂t 2－¯）（ t̂－ i
2－¯）

T

t =1

（̂t 2－ ¯）2
, for ¯ = 1

T

T

t =1

2
t

 である．
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