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1　はじめに

リスク資産価格の収益率の分布は正規分布に比
べて裾が厚いことが広く知られており，リスク資
産価格収益率のボラティリティは市場の変化に応
じて時間を通じて変動している．このような特徴
を持つ時系列データは，通常，GARCH（Generalized 
Autoregressive Conditional Heteroskedasticity）モデ
ル，EGARCH （Exponential GARCH）モデルなど
の ARCH型モデル 1）や確率的ボラティリティ変
動（Stochastic Volatility）モデル 2）などで定式化
されることが多く，リスク資産価格分析に関して
頻繁に利用されている．また，リスク資産の中で
も株価収益率や外国為替レート変化率の分布は歪
んでいて，左右非対称であることが多くの実証研
究で示されている．そのため，このような現象を
捉えるには，平均が異なる分布から構成される混
合分布による定式化が考えられ，里吉・三井
（2013）では混合正規分布と混合 t分布を用いて，
日経平均の分析を行なっている．また，Lambert 
and Laurent （2001），Giot and Laurent （2003, 2004），
渡部・佐々木（2006），三井（2012, 2013），里吉
（2018）では，Fernández and Steel（1998）の提案
した skewed-Student t分布によりリスク資産価格
の分析を行ない，左右非対称分布の有効性を明ら
かにしている．そのため，本論文では誤差項の分
布として基準化された Student-t分布（standardized 
Student-t distribution）と基準化された skewed-
Student t 分布（standardized skewed-Student t 
distribution）を使用することにする．
本論文では，リスク資産として日本の代表的な

株価指数である TOPIX（Tokyo Stock Price Index;
東証株価指数），日経平均（Nikkei Stock Average）3），
JPX日経インデックス 400（JPX-Nikkei Index 
400）を使用する．これらの株価指数を用いる理
由は，金融派生商品として先物・オプションを持
つためである．TOPIXは TOPIX先物・TOPIXオ
プション，日経平均は日経 225先物 4）・日経 225
オプション，JPX日経インデックス 400は JPX
日経インデックス 400先物・JPX日経インデック
ス 400オプションの原資産となっている．特に，
オプションに関しては，収益率の分布の仮定は非
常に重要な要因であり，オプション価格に対して
影響を与える 5）．また，ボラティリティの変動過
程としては，長期記憶（long memory）性に焦点
を当てる．これは，ボラティリティの長期記憶性
が存在するならば，長期の限月をもつ先物・オプ
ションの価格付けがより正確に行なうことができ
るようになるためである．長期記憶性を捉えるた
め Baillie et al．（1996）の FIGARCH（Fractionally 
In tegra ted  GARCH）モデルと Bol lers lev  and 
Mikkelsen （1996）の FIEGARCH （Fractionally 
Integrated Exponential GARCH）モデルを使用す
る．これまで，Student-t分布，skewed-Student t

分布と FIGARCHモデル，FIEGARCHモデルに
より分析を行なっている研究として，三井（2012, 
2013）がある．三井（2012）では，リスク資産と
して，日本の商品先物市場（commodity futures 
market）における日経商品先物指数，東穀農産物
指数，日経・東工取商品指数，金（Gold）のデー
タを用いて実証研究を行なっており，skewed-
Student t分布の有効性とボラティリティの長期記
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憶性を示している．また，三井（2013）では，日
本の株価指数先物市場における日経 225先物に関
して，三井（2013）と同様の結果を得ている．
本論文では，実証分析を進めるにあたり，2010

年 1月 4日に東京証券取引所でアローヘッド
（arrowhead）6）が稼働したため，2010年 1月 4日
から 2017年 9月 29日までの TOPIX，日経平均，
JPX日経インデックス 400の日次データを用いて
実証的な検証を行なった．アローヘッドの導入に
より高頻度取引（High Frequency Trading; HFT）
が盛んになり日本の株式市場が以前よりも効率的
になったと考えられる 7）ため，アローヘッドの
導入前の株価指数データは使用しないこととし
た．本論文の実証分析の結果として，FIGARCH
モデルについては，全ての株価指数に関して，誤
差項の分布には Student-t分布よりも非対称分布
である skewed-Student tが適当であることが明確
となり，分布の左右非対称性が重要であることが
わかった．また，TOPIX，日経平均，JPX日経イ
ンデックス 400のボラティリティは定常長期記憶
過程に従っていることが明らかとなった．
FIEGARCHモデルについては，全ての株価指数
について誤差項の分布に非対称分布を用いること
は必ずしも有効であるわけではないことが示され
た．また，TOPIXと JPX日経インデックス 400
のボラティリティは定常長期記憶過程に従い，日
経平均のボラティリティは非定常長期記憶過程に
従うことが明らかとなった．
本論文の以下の構成は次の通りである．第 2節

では，本論文で用いた誤差項の分布である
Student-t分布，skewed-Student t分布とボラティ
リティ変動モデルである FIGARCHモデル，
FIEGARCHモデルについて解説し，モデルの推
定法に関して説明する．第 3節では，本論文で利
用した TOPIX，日経平均，JPX日経インデック
ス 400のデータと実証結果に関して述べる．最後
の第 4節では，まとめと今後の課題について言及
する．

2　分析モデル

2.1　モデル
t時点の TOPIX, JPX日経インデックス 400の
収益率を Rtとする．Indextを t時点の TOPIX, JPX
日経インデックス 400の水準 8）とするとき，t時
点の TOPIX, JPX日経インデックス 400の収益率
Rtは以下のように定義される．

Rt＝（ln Indext－ln Indext－1）× 100. （2.1）

また，Stを t時点の日経平均の株価の水準とする
とき，t時点の日経平均の収益率 Rtは以下のよう
に定義される．

Rt＝（ln Pt－ln Pt－1）× 100. （2.2）

このとき，収益率 Rtの過程を以下のようにおく．

Rt＝μ＋єt, （2.3）
єt＝σt zt ,　σt＞0, （2.4）
zt〜i. i. d., E［zt］＝0, Var［zt］＝1. （2.5）

ここで，（2.3）式の定数項 μは期待収益率，єtは
誤差項であり，収益率に自己相関は無いと仮定す
る．i. i. d.は， 過 去 と 独 立 で 同 一 な 分 布
（independent and identically distributed）を表す．E

［·］は期待値，V ar［·］は分散を各々表す．
株価指数の収益率の分布は，正規分布よりも裾
が厚い分布であることが知られている．また，多
くの先行研究では，誤差項の分布に正規分布より
も尖度の高い分布を用いた方が当てはまりが良い
との結果が得られている．また，収益率の分布の
左右対称性，つまり分布の歪みが知られている．
したがって，本論文では，ztの分布として，基準
化された Student-t分布，基準化された skewed-
Student t分布 9）を使用することにする．

ztが平均 0，分散 1に基準化された Student-t分
布に従う場合，その密度関数 f（t）（zt; ν）は以下の
ように与えられる．
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ここで，νは自由度（degree of freedom）を表す．
Student-t分布は 0について左右対称となり，ν＞
4に対して尖度は 3よりも大きくなる 10）．また，
ν→∞のとき標準正規分布の密度関数に収束する．

ztが平均 0，分散 1に基準化された skewed-
Student t分布に従う場合，その密度関数 f（skt）（zt； ν, 
ξ）は以下のように与えられる．

skt t（ ） z ; ν, ξ）＝

ξ1＋×
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とする．ここで，νは自由度を表し，分布の厚さ
を示す．ξは非対称パラメータを表し，分布の歪
みを示す．また，

ν－2＝ ,m （（ν＋1）/2Г
Г（ν/2）π

1
ξξ－  （2.9） 

＝s 1
ξξ＋ －1 －m2  （2.10）

である．ξ＝ 1，あるいは，ln（ξ）＝ 0のとき左右
対称となり Student-t分布と等しくなる．ξ＞ 1，
あるいは，ln（ξ）＞ 0のとき分布の右裾が厚くな
る（右に歪んだ分布となる）．また，ξ＜ 1,ある
いは，ln（ξ）＜ 0のとき分布の左裾が厚くなる（左
に歪んだ分布となる）．図 1には，ξの値の変化
により確率分布の形状がどのように変わるかを描
いている．自由度 νは，いずれも 5としている．
ξ＝ 1のときには，左右対称の分布となる．ξ＝

1.2のときには左に歪んだ分布となり，ξ＝ 0.8の
ときには右に歪んだ分布となる．

ztの 分 布 が 基 準 化 さ れ た Student-t分 布，
skewed-Student t分布に従う場合，（2.5）式の ztは
各々以下のように表される．

zt～i. i. d. t（0, 1, ν）, （2.11） 
zt～i. i. d. skt（0, 1, ν, ξ）. （2.12）

本論文では，ボラティリティの変動過程とし
て， そ の 特 性 を 捉 え る た め に，Baillie et 
al.（1996） が 提 案 し た FIGARCHモ デ ル と
Bollerslev and Mikkelsen（1996） が 提 案 し た
FIEGARCHモデルを用いる．FIGARCH（p, d, q）
モデルは，ボラティリティσt

2が以下の過程で表
される．

d

tσ ＝ω［1－β（L）］ ＋ 1－［1－β（L）］

φ（L）（1－L）× .

2

tє2

－1 －1

 （2.13）

ここで，β（L）＝β1L＋β2L
2＋···＋βpL

p, φ（L）＝［1－α

（L）－β（L）］（1－L）－1, α（L）＝α1L＋α2L
2＋···＋αqL

q

を表す．また，Lはラグ・オペレータ（Lag 
operater）を表し，Liyt＝yt－i,（i＝0,1...）となる．
あるいは，FIGARCH（p, d, q）モデルは，以下の
ように表される．

tσ ＝ω ψ Li
i＋＊2

tє2
∞

i＝1
Σ  （2.14） 

＝ω ,ψ（L）＋＊ tє2 0≤ d≤ 1. （2.15）

ここで，

ω［1－β（L）］－1ω ＝ ,＊

.ψ（L）＝1－［1－β（L）］ φ（L）（1－L）－1 d

また，（1－L）dは，以下のように表される．

＝（1－L） Lkd （d＋1）Г
（k＋1）Г （d－k＋1）Г

∞

k＝0
Σ

＝1＋ （－L ）.kd（d－1）（d－k＋1）
k!

∞

k＝1
Σ

 （2.16）
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ここで，Γ（·）はガンマ関数（gamma function），

（ν）＝Г
∞

0
x dx, for ν ＞ 0ν－1e－x

である．（1－L）dにおける dが長期記憶性 11）を捉
えるパラメータを示す．0＜ d＜ 1となるとき，
ボラティリティσt

2は長期記憶過程に従っている
ことがわかる．また，0＜ d＜ 0.5のとき定常長
期記憶過程と呼び，0.5 ≤ d＜ 1のとき非定常長
期記憶過程と呼ぶ．d＝1のとき，ボラティリティ
σt

2は単位根を持ち非定常過程となる．d＝ 0のと
き短期記憶過程となり，Bollerslev（1986）の
GARCH（p, q）モデルとなる．GARCH（p, q）モ
デルは，ラグ・オペレータ Lを用いると，以下
のように表される．

tσ ＝ω＋α（L） ＋β（L） .2
tσ 2

tє2  （2.17）

FIEGARCH（p, d, q）モデルは，ボラティリティ
σt

2が以下の過程で表される．
－1 －d＝ω＋φ（L）（1－L）［1－α（L）］g（z　）,t－1tσln（　）2  

 （2.18）

g（z　）＝ ＋γ［│　│－E│　 │］t－1 zt－1zt－1θz t－1  （2.19）

g（z　）＝
（θ＋γ）│　│－γE（│　│）,

t－1

zt－1 zt－1zt－1 if ＞ 0,

（－θ＋γ）│　│－γE（│　│）,zt－1 zt－1zt－1 if ＞ 0,

ここでは，ボラティリティの対数値を被説明変数
としてパラメータの非負制約を取り除き定式化さ
れている．θ＜ 0ならば，資産価格が上昇した日
の翌日よりも，資産価格が下落した日の翌日の方
がボラティリティは上昇する．このモデルでは，
ボラティリティの対数値を被説明変数としている
ため ω，β，α，θ，γに非負制約は必要としない．
d＝ 0のとき，Nelson （1991）の EGARCH（p, q）
モデルとなる．EGARCH（p, q）は，ラグ・オペレー
タ Lを用いると，以下のように表される．

－1＝ω＋［1－β（L）］［1＋α（L）］g（z　）,t－1

g（z　）＝ ＋γ［│　│－E│　 │］.t－1 zt－1zt－1θz t－1

tσln（　）2
 （2.20）

次数 p, qの選択は，過去の実証研究において p

＝1, q＝0とする場合が多い 12）ので，本論文でも
FIGARCH（1, d, 0），FIEGARCH（1, d, 0）を用い
て分析を行なう．FIGARCH（1, d, 0）は ,以下の
ように表される．

d
tσ ＝ω［1－β （L）］＋ 1－［1－β （L）］ .（1－L）2

tє2－1
1 1

－1  

 （2.21）

また，FIEGARCH（1, d, 0）は以下のように表される．
－1＝ω＋［1－β（L）］（1－L）g（z　）,t－11

g（z　）＝ ＋γ［│　│－E│　 │］.t－1 zt－1zt－1θz t－1

tσln（　）2
 （2.22）

これらのモデルを用いて TOPIX，日経平均，JPX
日経インデックス 400のボラティリティの変動特
性に関しても実証分析を行なう．

2.2　推定法
前節のモデルのパラメータは最尤法（Maximum 

Likelihood metohd）で推定することができる．パ
ラメータ集合をΘとするとき，FIGARCH（1, d, 0）
モデルの誤差項が Student-t分布従うときにはΘ
＝（μ, ω, d, β1, ν），誤差項が skewed-Student tに従
うときには，分布の非対称パラメータ ξが追加さ
れΘ＝（μ, ω, d, β1, ν, ξ）となる．また，FIGARCH
（1, d, 0）の場合には，各々の FIGARCH（1, d, 0）
モデルパラメータ集合に加えて，θと γが追加さ
れ，誤差項が Student-t分布に従うときにはΘ＝
（μ, ω, d, β1, θ, γ, ν），誤差項が skewed- Student tに
従うときにはΘ＝（μ, ω, d, β1, θ, γ ν, ξ）となる．
このとき尤度関数 L（Θ）は以下のようになる．
ただし，Tは標本サイズを表す．

1

L（Θ）＝f（R , R , ··· , R │Θ）1 2 T

.
tσ
tє

tσ f＝
T

t＝1
Π  （2.23）

したがって，対数尤度関数 ln L（Θ）は，

tσ
tє

ln f＋
T

t＝1
Σln L（Θ）＝－

T

t＝1
Σ tσln（　）  （2.24）
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となる．このとき，誤差項となる基準化された
Student-t分布に対する対数尤度関数 ln L（t）は以下
のようになる．

＝Tln L（t）

T

t＝1
Σ

ln Г －ln Г ln［π（ν－2）］－
2

ν＋1

ν－2

2
ν

2
1

－
2
1

tσln（　）＋（1＋ν）ln2 1＋ .
tz 2  

 （2.25）

また，基準化された skewed-Student t分布に対す
る対数尤度関数 ln L（skt）は以下のようになる．

＝Tln L（skt）

T

t＝1
Σ

ln Г －ln Г

＋ln ＋ln（s）ln［π（ν－2）］－

2
ν＋1

2

ν－2

2
ν

2
1

－
2
1

tσln（　）＋（ν＋1）ln2 1＋ .
（szt＋m）

－2It

2

1
ξξ＋

ξ

 （2.26）

FIEGARCH（1, d, 0）モデルにおいて，（2.22）
式の基準化された Student-t分布，基準化された
skewed-Student t分布に対する E（│zt│）（t），E（│zt│）
（skt）に関しては，各々，以下のようになる．

（t）＝ ,E（│ │） （（1＋ν）/2）2 Г
Г（ν/2）π

ν－2zt  （2.27）�

（skt）＝ .E（│ │） （（1＋ν）/2）Г
Г（ν/2）π

ν－2zt
4ξ2

ξ＋1/ξ  （2.28）

本 論 文 で は，FIGARCH（1, d, 0） モ デ ル と
FIGARCH（1, d, 0）モデルのパラメータの推定に
関しては，時系列分析ソフト G@RCH 7.0 13）を利
用してモデルの推定を行なう．

2.3　本論文で使用するモデル
本論文では，誤差項の分布とボラティリティの

変動性の分析について，2.1で説明した Student-t

分布と skewed-Student t分布を仮定し，FIGARCH 
（1, d, 0）モデルと FIEGARCH （1, d, 0）モデルを
使用する．本論文で使用する 4種類のモデルを纏
めると以下のようになる．

1. FIGARCH（1, d, 0）-t… （2.3）－（2.5）, （2.11）, 
 （2.21） 式 .
2. FIGARCH（1, d, 0）-skt… （2.3）－（2.5）, （2.12）, 
 （2.21） 式 .
3. FIEGARCH（1, d, 0）-t…（2.3）－（2.5）， （2.11）， 
 （2.22）式 .
4. FIEGARCH（1, d, 0）-skt…（2.3）－（2.5），（2.12）, 
 （2.22）式 .
“-t”，“-skt” は，誤差項が各々，Student-t分布，

skewed-Student t分布に従うことを表す．

3　データと実証結果

3.1　データ
本研究では，データとして TOPIX，日経平均，

JPX日経インデックス 400の日次データを使用
し，日経 NEEDS-FinancialQuestからデータを取
得した．標本期間は，2010年 1月 4日から 2017
年 9月 29日までである（図 2を参照）14）日次収
益率（%）は，TOPIXと JPX日経インデックス
400については（2.1）式，日経平均については
（2.2）式を用いて計算を行なった（図 3を参照）．
標本期間は，2010年 1月 5日から 2017年 9月 29
日まで，標本サイズは 1,900である．データの基
本統計量として，平均，標準偏差，歪度
（skewness），尖度（kurtosis），最大値，最小値，
正規性の検定統計量 15）が表 1に纏められている．

TOPIX，日経平均，JPX日経インデックス 400
の収益率の歪度について，全ての株価指数に関し
て負の値となっており，これらの株価指数収益率
の分布は左に歪んだ分布に従っていると考えられ
る．また，TOPIX，日経平均，JPX日経インデッ
クス 400の収益率の尖度について，全ての株価指
数に関して 3を超えていることから，また，正規
性検定が有意なことから，これらの株価指数収益
率の分布は正規分布よりも裾が厚いことがわか
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る．したがって，TOPIX，日経平均，JPX日経イ
ンデックス 400の収益率は，正規分布よりも裾が
厚く，左に歪んだ分布に従っていることがわか
る．各々の収益率のヒストグラム・密度関数は，
図 4に描かれいる．ここでは，密度と正規近似が
重ねて描かれている．例えば，TOPIXに関して
みると，N（s＝1.28）は，表 1より正規近似が平
均 0.032，分散が 1.282の正規分布 N（0.032, 1.282）

に従うことを示している．

3.2　実証結果
本論文の実証結果は，FIGARCH（1, d, 0）に関
しては表 2纏められ，FIEGARCH（1, d, 0）に関
しては表 3に纏められている．実証結果を纏める
と以下のようになる．

（注）細線は ξ＝ 0.8，点線は ξ＝ 1，波線は ξ＝ 1.2のケースを表す．いずれも分散は 1に基準化され，自
由度は ν＝ 5である．

（出所）里吉（2018）

図 1：skewed-Student t の例

skt(0, 1, 0.8, 5)
skt(0, 1, 1.2, 5)

skt(0, 1, 1.0, 5)
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0.2

0.4

skt(0, 1, 0.8, 5)
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skt(0, 1, 1.0, 5)

（出所）筆者作成

図 2：終値（2010/1/4–2017/9/29）
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⑴　TOPIX
（i）FIGARCH（1, d, 0）モデル：μに関しては，

Student-t分布，skewed-Student tに従う場合には
統計的に有意な結果となった．ωに関しては，統
計的に有意な結果とはならなかった．長期記憶性
を示す dの推定値は，各々，0.412，0.400であり，
統計的に有意な結果が得られた．dの推定値が 0
＜ d＜ 0.5であるということは，TOPIXのボラ
ティリティσ2の過程は，定常長期記憶過程に従っ
ていることがわかる．β1はボラティリティの持
続性を表すパラメータであり，0.282，0.270であ

り統計的に有意な推定値となっている．自由度 ν

に関して，t分布，skewed-Student tの場合には，
推定値は各々，7.200，7.725であり統計的に有意
な結果となり ν＞ 4となっている．これらの推定
結果より，TOPIXの収益率は正規分布よりも裾
の厚い分布に従っていることがわかる．また，非
対称パラメータ ln（ξ）の推定値は－ 0.095で統計
的に有意であり，TOPIXの収益率の分布は左に
歪んでいることを示している．
（ii）FIEGARCH（1, d, 0）モデル：μに関しては，
誤差項が Student-t分布に従う場合には有意であ

（出所）筆者作成

図 3：収益率（2010/1/5–2017/9/29）
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表 1　収益率 Rt（%）の基本統計量

2010年 1月 5日 –2017年 9月 29日 ,標本サイズ 1,900
平均 標準偏差 歪度 尖度 最大値 最小値 正規性検定

TOPIX 0.032 1.283 － 0.531 8.935 7.715 － 9.952 809.0＊＊＊

日経平均 0.034 1.377 － 0.541 8.367 7.426 － 11.15 687.5.＊＊＊

JPX400 0.031 1.272 － 0.467 8.882 7.975 － 9.649 837.4.＊＊＊

＊＊＊は有意水準 1%で有意であることを示す .
（出所）筆者作成
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り，skewed-Student tに従う場合には統計的に有
意な結果とはならなかった．ωに関しては，統計
的に有意な結果とはならなかった．長期記憶性を
示す dの推定値は，0.475，0.463であり，統計的
に有意な結果が得られた．dの推定値が 0＜ d＜
0.5であるということは，FIGARCH（1, d, 0）モ
デルの場合と同様に TOPIXのボラティリティσ2

の過程は，定常長期記憶過程に従っていることが
わかる．β1は，全ての分布に関して統計的に有
意な推定値となっている．非対称性を示すパラ
メータ θに関しても，統計的に有意な結果が得
られている．自由度 νに関して，Student-t分布，
skewed-Student tの場合には推定値は各々，8.012, 
8.047であり統計的に有意な結果となり ν＞ 4と
なっている．これらの結果より，ここでも
TOPIXの収益率は正規分布よりも裾の厚い分布
に従っていることがわかる．また，非対称パラ
メータ ln（ξ）の推定値は－ 0.004で統計的に有意
な結果とならなかった．FIGARCHモデルとは異
なる推定結果となった．

⑵　日経平均
（i）FIGARCH（1, d, 0）モデル：μに関しては，

Student-t分布，skewed-Student tに従う場合には
統計的に有意な結果となった．ωに関しては，統
計的に有意な結果とはならなかった．長期記憶性
を示す dの推定値は，各々，0.416，0.408であり，
統計的に有意な結果が得られた．このことから日
経平均のボラティリティσ2の過程は，定常長期
記憶過程に従っていることがわかる．β1は，0.316，
0.305であり統計的に有意な推定値となっている．
自由度 νに関して，t分布，skewed-Student tの場
合には，推定値は各々，6.821，7.265であり統計
的に有意な結果となっている．これらの推定結果
より，日経平均の収益率は正規分布よりも裾の厚
い分布に従っていることがわかる．また，非対称
パラメータ ln（ξ）の推定値は－ 0.080で統計的に
有意であり，日経平均の収益率の分布は左に歪ん
でいる．

（ii）FIEGARCH（1, d, 0）モデル：μ，ωに関
しては，統計的に有意な結果とはならなかった．
長期記憶性を示す dの推定値は，0.525，0.520で
あり，統計的に有意な結果が得られた．ただし，
dの推定値が 0.5 ≤ d＜ 1であるということは，
日経平均のボラティリティσ2の過程は，非定常
長期記憶過程に従っていることがわかる．β1，θ

に関しても，統計的に有意な結果が得られてい
る．νに関して，Student-t分布，skewed-Student t

の場合には推定値は各々，7.136，7.158であり統
計的に有意な結果となり日経平均の収益率は正規
分布よりも裾の厚い分布に従っていることがわか
る．また，ln（ξ）の推定値は－0.005であるが，
統計的に有意な結果とならなかった．TOPIXと
同様に FIGARCHモデルとは異なる推定結果と
なった．

⑶　JPX日経インデックス 400
（i）FIGARCH（1, d, 0）モデル：TOPIX，日経
平均と同様な推定結果が得られている．JPX日経
インデックス 400のボラティリティの過程は，定
常長期記憶過程に従っている．また，JPX日経イ
ンデックス 400の収益率は正規分布よりも裾の厚
い分布に従っており，収益率の分布は左に歪んで
いる．
（ii）FIEGARCH（1, d, 0）モデル：μ，ωに関
しては，統計的に有意な結果とはならなかった．
JPX日経インデックス 400のボラティリティの過
程は，TOPIXと同様に定常長期記憶過程に従っ
ている．また，TOPIX，日経平均と同様に JPX
日経インデックス 400収益率は正規分布よりも裾
の厚い分布に従っているが，非対称分布に従って
いるとは言えない結果となった．
モ デ ル の 当 て は ま り 具 合 に つ い て は，

FIGARCHモデルでは，全ての株価指数において
Student-t分布の場合よりも skewed-Student t分布
の場合の方が対数尤度の値が高くなっている．し
たがって，誤差項の分布は裾が厚いだけでは不十
分であり，分布の左右非対称性が重要であること
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を示唆している．しかしながら，FIEGARCHモ
デルでは非対称パラメータ ln（ξ）の推定値は統計
的に有意ではなく，そのため対数尤度の値もほと
んど差が無い結果となっている．
次に，FIGARCH（1, d, 0）モデルと FIEGARCH

（1, d, 0）モデルの定式化が正しいかどうかのモデ
ルの診断を Ljung- Boxの Q統計量により行なう．
表 2・表 3の Q（20）と Q2（20）は，各々，20次
までの基準化した残差（∊̂σ̂－1）とその 2乗の
Ljung-Boxの Q統計量を表している．ここでは，
漸近的に自由度 20の χ2分布に従う．TOPIX，日

経平均，JPX日経インデックス 400の全ての株価
指数に対して，FIGARCH（1, d, 0）モデルと
FIEGARCH（1, d, 0）モデルに関して統計的に有
意な推定値が得られていない．全ての Q（20）と
Q2（20）の値に対して，帰無仮説は 10%有意水準
でも棄却することはできない．ここから，
FIGARCH（1, d, 0）モデルと FIEGARCH（1, d, 0）
モデルは，TOPIX，日経平均，JPX日経インデッ
クス 400のボラティリティの自己相関を捉えてい
る こ と が わ か る． ま た， 図 5－ 図 8は，
FIGARCH（1, d, 0）-tモデル，FIGARCH（1, d, 0）

表 2：FIGARCH（1, d, 0）モデルの推定結果

Rt＝μ＋∊t, ∊t＝σt zt, σt＞0, zt～i. i. d., E［zt］＝0, Var［zt］＝1,

σt
2＝ω［1－β1（L）］－1＋ 1－［1－β1（L）］－1（1－L）d  ∊t

2.

TOPIX
t skt

日経平均
t skt

JPX400
t skt

μ 0.092＊

（4.051）
0.073＊

（3.091）
0.086＊

（3.519）
0.067＊

（2.610）
0.086＊

（3.843）
0.070＊

（2.972）

ω 0.062
（1.608）

0.054
（1.442）

0.067
（1.596）

0.060
（1.457）

0.065
（1.718）

0.059
（1.583）

d 0.412＊

（5.687）
0.400＊

（5.783）
0.416＊

（5.333）
0.408＊

（5.729）
0.408＊

（5.448）
0.400＊

（5.520）

β1 0.282＊

（3.510）
0.270＊

（3.476）
0.316＊

（3.696）
0.305＊

（3.748）
0.276＊

（3.301）
0.264＊

（3.261）

ν 7.197＊

（5.977）
7.725＊

（5.687）
6.821＊

（6.459）
7.265＊

（6.154）
7.045＊

（6.099）
7.473＊

（5.831）

ln（ξ） － －0.095＊

（－2.927）
－ －0.080＊

（－2.668）
－ －0.082＊

（－2.573）

ln L
Q（20）

－2930.72
21.40

－2926.62
21.37

－3091.65
34.41

－3088.48
34.37

－2911.54
26.85

－2908.41
27.05

Q2（20） 27.56 27.78 40.61 40.55 33.81 33.71

（i）＊は有意水準 5%で有意であることを示す .
（ii）括弧内の数値は t値を表す .
（出所）筆者作成
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-sktモ デ ル，FIEGARCH（1, d, 0）-tモ デ ル，
FIEGARCH（1, d, 0）-sktモデルにおける基準化さ
れた残差の分布を示している．例えば，図 5の
FIGARCH（1, d, 0）-tの TOPIXに関してみると，t

（0, 1, 7.197）は，平均 0，分散 1，自由度 ν＝7.197

の基準化された Student-t分布を表す．また，図 6
の FIEGARCH（1, d, 0）-sktの TOPIXに関してみ
ると，skt（0, 1, －0.095，7.725）は，平均 0，分散 1，
非対称パラメータ ξ＝－0.095，自由度 ν＝ 7.725
の基準化された skewed-Student t分布を表す．

表 3：FIEGARCH（1, d, 0）モデルの推定結果

Rt＝μ＋∊t, ∊t＝σt zt, σt＞ 0, zt〜i. i. d., E［zt］＝0, V ar［zt］＝1, 
ln（σt

2）＝ω＋［1－β1（L）］－1（1－L）－dg（zt－1）,
g（zt－1）＝θzt－1＋γ［│zt－1│－E│zt－1│］.

TOPIX
t skt

日経平均
t skt

JPX400
t skt

μ
0.040＊

（8.588）
0.038

（1.368）
0.032

（1.513）
0.029
（1.050）

0.033
（1.725）

0.031
（1.603）

ω
0.153

（0.667）
0.099

（0.178）
0.424

（1.392）
0.355
（0.911）

0.191
（0.683）

0.143
（0.327）

d
0.475＊

（3.579）
0.463＊＊

（1.882）
0.525＊

（5.247）
0.520＊

（4.602）
0.498＊

（3.867）
0.490＊

（2.796）

β1

0.576＊

（2.783）
0.592＊＊

（1.681）
0.562＊

（3.762）
0.567＊

（3.476）
0.553＊

（2.662）
0.564＊

（2.099）

θ
－0.153＊

（－4.799）
－0.152＊

（－4.448）
－0.139＊

（－4.607）
－0.140＊

（－4.578）
－0.151＊

（－4.736）
－0.152＊

（－4.651）

γ
0.226＊

（4.948）
0.224＊

（3.779）
0.208＊

（5.613）
0.208＊

（5.504）
0.228＊

（4.974）
0.228＊

（4.477）

ν
8.012＊

（4.995）
8.047＊

（4.927）
7.044＊

（5.574）
7.158＊

（5.555）
7.857＊

（5.116）
7.883＊

（5.120）

ln（ξ）
－

（－0.112）
－0.004 －

－0.005
（－0.227）

－
－0.003
（－0.150）

ln L －2898.10 －2998.09 －3062.43 －3062.40 －2879.23 －2879.22

Q（20） 19.64 19.69 30.92 31.19 23.09 23.21

Q2（20） 24.02 24.16 43.87 44.15 43.31 33.53

（i）＊は有意水準 5%,＊＊は有意水準 10%で有意であることを示す .
（ii）括弧内の数値は t値を表す .
（出所） 筆者作成
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（出所）筆者作成

図 4：ヒストグラム・密度関数（2010/1/4–2017/9/29）
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（出所）筆者作成

図 5：基準化された残差のヒストグラム・密度関数（FIGARCH（1, d, 0）-t）
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（出所）筆者作成

図 7：基準化された残差のヒストグラム・密度関数（FIEGARCH（1, d, 0）-t）
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（出所）筆者作成

図 6：基準化された残差のヒストグラム・密度関数（FIGARCH（1, d, 0）-skt）
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skt (0,1,-0.095,7.725) 

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

0.2

0.4
TOPIX

Standardized residuals (kernel) 
skt (0,1,-0.095,7.725) 

Standardized residuals (kernel) 
skt (0,1,-0.080,7.265) 

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

0.2

0.4
Nikkei

Standardized residuals (kernel) 
skt (0,1,-0.080,7.265) 

Standardized residuals (kernel) 
skt (0,1,-0.082,7.474) 

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

0.2

0.4
JPX400

Standardized residuals (kernel) 
skt (0,1,-0.082,7.474) 



リスク資産価格の時系列分析における非対称分布の有効性―TOPIX, 日経平均 , JPX 日経インデックス 400―

─ 13─

4　結論と今後の課題

本論文は，リスク資産価格収益率の非対称性分
布に関して検証を行なうため TOPIX，日経平均，
JPX日経インデックス 400の日次データを用いて
実証分析を行なった．また，これら株価指数のボ
ラティリティの変動性に関して長期記憶性に焦点
を当て実証的な分析を行なった．

FIGARCHモデルについては，誤差項の分布に
は Student-t分布よりも skewed-Student tが適当で
あることが明らかとなり，分布の左右非対称性が
重要であることがわかった．また，TOPIX，日経
平均，JPX日経インデックス 400のボラティリ
ティは定常長期記憶過程に従ってていることが明
らかとなった．FIEGARCHモデルについては，
誤差項の分布に非対称分布を用いることは必ずし
も有効であるわけではないことが示された 16）．
また，TOPIXと JPX日経インデックス 400のボ
ラティリティは定常長期記憶過程に従い，日経平

均のボラティリティは非定常長期記憶過程に従う
ことが明らかとなった．
今後の課題としては，skewed正規分布 17），

skewed一般化誤差分布 18），一般化双曲線非対称 t

分布 19）などその他の非対称分布を用いて分析を
行ない，比較・検討することが考えられる．更に，
里吉（2018）のようにMarkov-Switchingモデル
を取り入れた定式化などが考えられる．また，ボ
ラ テ ィ リ テ ィ の 変 動 過 程 に 関 し て も
StochasticVolatilityモデルなど，ARCH型モデル
以外のモデルを使用した場合にどのような分析結
果が得られるかについて検証する必要がある．更
に，本論文で検証した株価指数は，TOPIXオプ
ション，日経 225オプション，JPX日経インデッ
クスオプションの原資産となっているため，非対
称分布とボラティリティの長期記憶性に関して
は，三井（2018）で提案しているようにオプショ
ン価格付け 20）への応用が期待される．

（出所）筆者作成

図 8：基準化された残差のヒストグラム・密度関数（FIEGARCH（1, d, 0）-skt）
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 2） Stochastic Volatilityモデルに関して詳しくは，
Shephard ［ed.］（2005）を参照．Stochastic Volatility

モデルについて主要な論文を集めた論文集であり
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 3） 日経平均の株価指数としての問題点として詳しく
は，宮川公男（2013）を参照．

 4） 日経 225先物は，大阪取引所の他，Chicago 

Mercantile Exchange （CME）と Singapore Exchange 

Deriva- tives Trading Limited （SGX-DT）にも上場
されているため注意が必要である．

 5） Black-Scholesの公式では，原資産収益率の分布は
正規分布に従っていると仮定している．

 6） アローヘッドは，世界最高水準の高速性，信頼性，
拡張性を持つ現物商品の売買システムである．
2015年 9月 24日には，注文件数の増加，短時間
での注文集中，投資家の新しいニーズ等の株式市
場の環境変化に対応するためリニューアルしてい
る．

 7） アローヘッド導入後の取引の高速化と流動性への
影響に関して，宇野・柴田（2012）を参照．
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を 100としている．また，JPX日経インデックス
400は 2013年 8月 30日を起算日として基準値を
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 9） skewed-Student t分 布 に 関 し て 詳 し く は，
Fernández and Steel（1998），Giot and Laurent（2003, 

2004を参照．
10） 自由度 νの Student-t分布の尖度κtは，

	
tκ＝ ν－4

3（ν－2）

＝3＋
ν－4

6 ,　ν＞4

 となる．したがって，Student-t分布の尖度は必ず
3より大きくなる．

11） 長期記憶性に関して詳しくは，松葉（2007），
Palma（2007），増川・他（2011）を参照．

12） 日本の株式現物・デリバティブ市場におけるボラ
ティリティの長期記憶性の研究として，渡部・
佐々木（2005, 2006），竹内（野木森）・渡部
（2008），竹内（野木森）（2012），三井（2013）が
ある．これらの研究では，FIEGARCH（1, d, 0）
モデルにより実証分析を行なっている．

13） 詳しくは，Laurent（2013）を参照．
14） 本論文では，図の作成は OxMetrix 7（統計・時系
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https://www.timberlake.co.uk/software/oxmetrics.html
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に，歪度と尖度を用いる Jarque and Bera（1987）
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16） 里吉（2018）では，skewed-Student t分布を用い
てMarkov-Switching EGARCHモ デ ル に よ り
TOPIXの分析を行なっており，非対称分布の有
用性を示す結果となっている．

17） 里吉（2018）では，正規分布，t分布，skewed-

Student t分布，skewed正規分布により TOPIXの
実証研究を行ない，分布の有効性の比較を行なっ
ている．

18） 詳しくは，Michelfelder（2005）を参照．
19） 中島・大森（2011）では，一般化双曲線非対称 t

分布により，米国の株価指数 S&P 500の実証研
究を行なっている．

20） 三井（2018）では，ボラティリティの長期記憶性
と原資産収益率の分布の厚さと左右非対称性を考
慮したオプションの評価法を提案している．


