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要約

本稿では，マルコフ・スイッチング・モデルとそれを拡張したマルコフ・スイッチ

ング EGARCHモデルを用いて日経平均株価について分析を行い，さらに，これ

らのモデルが日経 225オプション価格の評価に関してどの程度有効であるかを検

証している．一般にマルコフ・スイッチング・モデルによる資産価格の分析では，

収益率の平均とボラティリティは同時にスイッチングを起こすと仮定することが

多いが，本研究ではそれぞれ独立に変化するモデルや，片方のみが変化するモデ

ルを提案して，モデルの比較を行った．実証分析の結果，日経平均株価の価格ト

レンドは，平均のみがスイッチングを起こすマルコフ・スイッチング EGARCH

モデルによって識別できることが明らかになった．また，コール・オプション価

格に関する分析では，マルコフ・スイッチング・モデルよりもマルコフ・スイッ

チング EGARCHモデルのパフォーマンスが全体として高く，スイッチングはボ

ラティリティに関しては重要であるが，平均のスイッチングは特に重要ではない

ことが示された．

1 はじめに

株式市場や外国為替市場などの金融市場では，しばしば長期的あるいは短期的に一定方向の価格

の推移が観察され，上昇トレンドの局面はブル市場（bull market），下降トレンドの局面はベア

市場（bear market）と呼ばれている．投資家にとってトレンドの識別，また転換点の見極めは非

常に重要であり，これまで様々なトレンド分析手法が生み出されてきた．一般に投資家の間では，

トレンドを把握するために移動平均やトレンドラインといった，いわゆるテクニカル分析が頻繁

に利用されている．その一方で，計量経済学においては時系列モデルの一つであるマルコフ・ス

イッチング・モデル (Markov Switching Model) によるトレンド識別法が考案され，Schaller and

Norden (1997)，Maheu and McCurdy (2000) が代表的な研究として知られている．また，大鋸・

大屋 (2009)，Shibata (2012)，三井 (2014) は日本の株式市場について，Isogai et al. (2008) は日

本を含めた世界の株式市場についてトレンドの分析を行っている．
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ところで，資産価格のボラティリティは市場の状況に応じて大きく変動しており，収益率の分

布は正規分布に比べて裾が厚いことが知られている．このような時系列データは，通常，GARCH

（generalized autoregressive conditional heteroskedasticity）モデルや確率的ボラティリティ変動

（stochastic volatility）モデルなどで定式化されることが多い．また，収益率の分布は歪んでいて，

左右非対称であるとも言われている．この現象を捉えるには，例えば，平均が異なる分布から構成

される混合分布による定式化が考えられ，里吉・三井 (2013) では混合正規分布と混合 t分布を用

いて，日経平均株価の分析を行っている．このような分布の歪みについては，マルコフ・スイッチ

ング・モデルによっても表現することができる 1．

本研究の目的は大きく分けて 2つあり，第 1の目的は，マルコフ・スイッチング・モデルによっ

て資産価格のトレンドを捉えることは可能なのかどうか，また，そのためにはボラティリティの変

動をどのように定式化すれば良いのかを明らかにすることである．分析の対象としている日経平均

株価などの株価指数については，価格が上昇した翌日のボラティリティよりも下落した翌日のボラ

ティリティの方が高くなる傾向があることが知られており，ボラティリティの非対称性，またはレ

バレッジ効果と呼ばれている．この現象を考慮して，ボラティリティの変動を捉えるモデルとして

は exponential GARCH (EGARCH) モデルを採用し，マルコフ・スイッチング・モデルと組み合

わせたマルコフ・スイッチング EGARCHモデルを用いることにする．また，一般的にマルコフ・

スイッチング・モデルによる資産価格の分析では，収益率の平均とボラティリティは同時にスイッ

チングを起こすと仮定することが多い．しかし，本研究ではそれぞれ独立に変化するモデルや，片

方のみが変化するモデルを提案して，モデルの比較を行うことにする．

第 2の目的は，これらのモデルが日経 225オプション価格の評価においてどの程度有効であるかを

検証することである．ボラティリティの変動を考慮したARCH型モデルによるオプション価格に関

する実証的な研究で，代表的なものとしては，Engle and Mustafa (1992)，Noh et al. (1994)，Saez

(1997)，Sabbatini and Linton (1998)，Bauwens and Lubrano (1998)，Duan and Zhang (2001)，

Bauwens and Lubrano (2002)，Christoffersen and Jacobs (2004) がある．日経 225オプションに

ついては，森保 (1999)，三井 (2000)，三井・渡部 (2003)，渡部 (2003)，竹内 (2006)，竹内 (野木

森)・渡部 (2008)，Satoyoshi and Mitsui (2011) があり，Watanabe and Ubukata (2014) において

は，日次データだけでなく，高頻度データから得られた Realized Volatilityを利用して分析を行っ

ている．また，里吉・三井 (2013) では，収益率の分布の歪みを表現できるモデルとして混合正規

分布と EGARCH モデルを組み合わせた混合正規 EGARCHモデルを提案し，コール・オプショ

ンの評価において有効である結果を示している．

マルコフ・スイッチング EGARCHモデルを用いたオプション価格の実証分析については，里

吉・三井 (2011) においても行われているが，いくつかの問題点がある．第 1に，パラメータのス

イッチングは平均とボラティリティの双方に導入されてはいるが，平均のみをスイッチングさせ

た場合については分析を行っていないため，スイッチングを導入したときの効果が十分には明ら

かになっていない．第 2に，オプション価格の評価において投資家はリスク中立的と仮定してい

るのにもかかわらず，実際の無リスク金利のデータを使用していないばかりでなく，ベア市場にお

1マルコフ・スイッチング・モデルは状態変数がマルコフ過程に従って推移するモデルであるが，本質的には混合分布の
モデルの一種である．
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いて無リスク金利がマイナスとなってしまい，非現実的である．第 3に，データ期間が 2010年 1

月限月までであり，最近のオプション市場について検証し直す必要がある．里吉・三井 (2011) で

は，コール・オプションについては GARCHモデルよりも EGARCHモデルのほうがパフォーマ

ンスが優れているという結果を示している．よって，本稿ではGARCHモデルについては割愛し，

EGARCHモデルをベースとしたモデルで分析を行うことにした．

実証分析の結果，日経平均株価の価格トレンドを捉えるモデルとしては，平均のみがスイッチン

グを起こすマルコフ・スイッチング EGARCHモデルで十分であり，ボラティリティのスイッチン

グをモデルに含める必要は無いことが明らかになった．一方，コール・オプション価格に関する分

析では，マルコフ・スイッチング・モデルに比べてマルコフ・スイッチング EGARCHモデルのパ

フォーマンスが全体として高く，スイッチングはボラティリティに関しては重要であるが，ブル・

ベア局面を識別するための平均のスイッチングは特に必要ではないことが示された．

本稿の以下の構成は次の通りである．第 2節では，マルコフ・スイッチング・モデルと投資家の

リスク中立性について解説し，ボラティリティの変動を EGARCHモデルに拡張したマルコフ・ス

イッチング EGARCHモデルを提案する．第 3節では，モンテカルロ・シミュレーションによる

ヨーロピアン・オプションの評価法を説明する．実証分析の結果は第 4節にまとめた．第 5節は結

論と今後の課題である．

2 分析モデル

2.1 マルコフ・スイッチング・モデル

原資産の収益率をRtとする．平均とボラティリティが独立に変化するマルコフ・スイッチング・

モデルは次のように表される．

Rt = µ∆1,t +
√
σ2
∆2,t

zt, zt ∼ i.i.d., E[zt] = 0, V [zt] = 1, (1)

µ∆1,t = µ0(1−∆1,t) + µ1∆1,t, µ0 < µ1, (2)

σ2
∆2,t

= σ2
0(1−∆2,t) + σ2

1∆2,t, σ2
0 < σ2

1 . (3)

∆1,t と∆2,t は互いに独立なマルコフ連鎖に従う状態変数であり，それぞれ 0，または 1の値をと

る．また，その推移確率は

Pr [∆1,t = j|∆1,t−1 = i] = pij , i, j = 0, 1, (4)

Pr [∆2,t = l|∆2,t−1 = k] = qkl, k, l = 0, 1, (5)

1∑
j=0

pij =
1∑

l=0

qkl = 1 (6)

とする．ただし，(4)式の Pr [∆1,t = j|∆1,t−1 = i] = pij は，変数 ∆1,t が状態 iから状態 j に推

移する確率，(5)式の Pr [∆2,t = l|∆2,t−1 = k] = qkl は，変数 ∆2,t が状態 k から状態 l に推移す

る確率である．平均は ∆1,t の推移に従って変動し，∆1,t = 0のときに µ0，∆1,t = 1のときに µ1

になる．µ0 < µ1 と制約を置いていることから，このモデルでは ∆1,t = 0のときにロー・リター
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ン，∆1,t = 1のときにハイ・リターンとなる．同様に，ボラティリティは∆2,tに依存して変動し，

∆2,t = 0のときに σ2
0，∆2,t = 1のときに σ2

1となる．σ
2
0 < σ2

1の制約から，∆2,t = 0のときにロー・

ボラティリティ，∆2,t = 1のときにハイ・ボラティリティとなる．状態変数が１つの場合は，平均

とボラティリティは同時にスイッチングすることになるが，状態変数を 2つにすることによって，

平均とボラティリティが別の時期にスイッチングを起こすことを可能にしている．また，平均がそ

れぞれ µ0 < 0，µ1 > 0であるならば，ロー・リターンの状態をベア局面，ハイ・リターンの状態

をブル局面と呼ぶことができる．

推移確率に関しては，各状態はある程度の期間にわたって持続すると仮定し，次の制約を置くこ

とにする 2．

p00, p11, q00, q11 > 0.9.

この制約を満たすように最尤推定を行うには，例えば p00 については

p00 =
0.9 + exp(x)

1 + exp(x)

と置いて，xを推定すればよい．他の推移確率についても同様にして行う．

また，本研究では投資家はリスク中立的であると仮定する．(1)式の誤差項 zt の分布について

は，日経平均株価の収益率の裾の厚さ（ファット・テイル）を多くの先行研究で指摘されているこ

とを踏まえ，ここでは t分布に従うことにする．

zt ∼ i.i.d.t(0, 1, ν). (7)

ただし，ν は自由度であり，zt の分散は 1に基準化されている 3．

リスク中立的な世界では投資家はリスク・プレミアムを要求しないため，無リスク資産の利子率

と原資産の期待収益率は等しくなる．原資産の期待収益率は (1)，(2)式より

E[Rt] = µ0π0 + µ1π1

となる．ただし，π0，π1 は定常確率であり，

π0 = Pr[∆1,t = 0] =
1− p11

2− p00 − p11
, (8)

π1 = Pr[∆1,t = 1] =
1− p00

2− p00 − p11
(9)

である．したがって，t時点の無リスク資産の利子率を rt とすると，リスク中立性のもとでは

rt = µ0π0 + µ1π1 (10)
2マルコフ・スイッチング・モデルを用いた先行研究では，推定された推移確率は 1 に近い値をとることが多い．しか

しながら，本研究では複数のモデルを取扱い，また，様々な限月に対応する標本期間について推定を行うことから，推定さ
れた推移確率のうち幾つかについては高くならない可能性がある．本研究では価格トレンドやボラティリティのスイッチ
ングが存在するものとしてオプションの評価を行うことを目的としているため，推移確率は高い値になるように制約を置
くことにした．

3金融工学理論では収益率を連続複利方式で定義することが一般的であるが，本研究のように収益率が t分布に従うケー
スでは，投資家のリスク中立性を仮定することが困難になってしまうことが知られている（詳しくは渡部 (2003) を参照の
こと）．したがって，(1) 式の収益率 Rt は，

Rt =
St − St−1

St−1

として定義する．ただし，St は t 時点の原資産の価格である．
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が成立する．この式を変形すると

µ1,t =
rt − µ0π0

π1
(11)

となる．ただし，モデルの推定期間の rtの変動を反映して，µ1は µ1,tに置き換えている．よって

投資家のリスク中立性を満たすためには，平均を表す (2)式は

µ∆1,t = µ0(1−∆1,t) +
rt − µ0π0

π1
∆1,t (12)

となる．また，µ0 < µ1,t の制約が常に満たされるように，今後は µ0 について µ0 < 0という制約

を置くことにする 4．状態変数が 2つ含まれるマルコフ・スイッチング・モデルという意味で，こ

のモデルをMS(2)モデルと呼ぶことにする．

以上のように本研究では，投資家はリスク中立的であると仮定し，原資産の無条件の期待収益率

E[Rt]は無リスク資産の利子率 rtに等しいと置いて分析を進めることにする．ところで，里吉・三

井 (2007) のリスク中立性の仮定においては，t− 1時点までの情報 It−1 が与えられたもとでの期

待収益率 E[Rt|It−1]を用いて，E[Rt|It−1] = rt としている．このケースでは，(10)式は

rt = µ0 Pr[∆1,t = 0|It−1] + µ1 Pr[∆1,t = 1|It−1],

(11)式は

µ1,t =
rt − µ0 Pr[∆1,t = 0|It−1]

Pr[∆1,t = 1|It−1]

となる．つまり，µ1,t の値は (11)式のように定常確率ではなく，Pr[∆1,t = 0|It−1]と Pr[∆1,t =

1|It−1]に依存して決まることになる．これらの確率は状態変数のスイッチングに従って 0から 1

の値をとることになるが，そのため (11)式のときと比べると µ1,tのとりうる値の範囲は非常に大

きくなってしまう．しかし，投資家が µ1,tについて各時点で大きく異なる値を想定しているとは通

常考えにくい．したがって，本研究における投資家のリスク中立性の仮定では，無条件の期待収益

率を用いて E[Rt] = rt と置くことにする．

本研究ではMS(2)モデルの有効性を検討するため，状態変数が 1つだけのモデルについても推

定を行い，オプションの評価を行うことにする．状態変数が 1つだけのマルコフ・スイッチング・

モデル（以下，MS(1)モデル）は

Rt = µ∆t +
√
σ2
∆t

zt, zt ∼ i.i.d.t(0, 1, ν),

µ∆t = µ0(1−∆t) +
rt − µ0π0

π1
∆t, µ0 < 0,

σ2
∆t

= σ2
0(1−∆t) + σ2

1∆t

となり，推移確率は

Pr [∆t = j|∆t−1 = i] = pij , i, j = 0, 1, (13)

1∑
j=0

pij = 1 (14)

4利子率は正の値であることから，µ0 < 0 とすれば (11) 式より µ0 < µ1,t が満たされる．
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で与えられる．このモデルでは，平均とボラティリティが同時にスイッチングを起こすことにな

る 5．

ボラティリティは一定の値をとり，平均のみがスイッチングを起こすモデル（以下，MS(m)モ

デル）は

Rt = µ∆t +
√
σ2zt, zt ∼ i.i.d.t(0, 1, ν),

µ∆t = µ0(1−∆t) +
rt − µ0π0

π1
∆t, µ0 < 0

となる．状態変数∆t の推移確率は (13)，(14)式と同じである．

平均は無リスク資産の利子率と等しく，ボラティリティのみがスイッチングするモデル（以下，

MS(v)モデル）は

Rt = rt +
√

σ2
∆t

zt, zt ∼ i.i.d.t(0, 1, ν),

σ2
∆t

= σ2
0(1−∆t) + σ2

1∆t, σ2
0 < σ2

1

であり，状態変数 ∆t の推移確率は (13)，(14) 式で与えられる．以上の 4 つのモデル，MS(2)，

MS(1)，MS(m)，MS(v)モデルを総称して，今後はMSモデルと呼ぶことにする．

2.2 マルコフ・スイッチングEGARCHモデル

ボラティリティの変動に EGARCHモデルを仮定し，収益率の平均と EGARCHモデルのパラ

メータが独立にスイッチングを起こすモデル（以下，MSEG(2)モデル）は次のように表される．

Rt = µ∆1,t +
√
Vt−1[Rt|∆2,t = l]zt, zt ∼ i.i.d.t(0, 1, ν), (15)

µ∆1,t = µ0(1−∆1,t) +
rt − µ0π0

π1
∆1,t, µ0 < 0, (16)

lnVt−1[Rt|∆2,t = l]

= ωl + βl lnVt−2[Rt−1|∆2,t−1 = l] + θzt−1 + γ [|zt−1| − E(|zt−1|)] , (17)

zt−1 =
Rt−1 − rt−1√

Vt−2[Rt−1|∆2,t−1 = l]
. (18)

ただし，l = 0, 1 である．(15) 式の Vt−1[Rt|∆2,t = l] は，t − 1 期までの情報と ∆2,t = l を条

件とした Rt の条件付き分散である．(17)式の ωl には ω0 < ω1 と制約を置き，βl の大小関係は

ωl に従って決まるとする 6．状態変数∆1,t と∆2,t の推移確率は，(4)–(6)式と同じである．また，

前節で述べたように投資家はリスク中立的であると仮定しているので，平均は MS(2) モデルの

ケースと同様に (16) 式になる．zt は標準化された予測誤差であり，(18) 式の右辺の分子は本来

Rt−1 −Et−2[Rt−1]であるが，リスク中立性よりRt−1 − rt−1としている．(17)式の E (|zt−1|)は，[
2
√
ν − 2Γ((ν + 1)/2)

]
/ [(ν − 1)Γ(ν/2)

√
π]となる．

5µ0 < 0 という制約から，∆t = 0 のとき市場はベア局面ということになるが，ブル局面，ベア局面においてボラティ
リティがそれぞれどのような値をとるかは，モデルを推定するまでは分からない．したがって，σ2

0 と σ2
1 の大小関係につ

いては制約を置くことはしない．
6(17) 式の θ と γ については，パラメータの最尤推定を容易にするために定数とした．
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ところで，GARCHモデルや EGARCHモデルにマルコフ連鎖に従う状態変数を直接導入する

と，最尤法でモデルのパラメータを推定することができないことが知られている．なぜなら，t時

点のボラティリティは t時点までの全ての状態変数に依存することになり，状態変数が 2つの値を

とるケースでは 2t通りの状態変数の組み合わせを考えなければならず，そのため，コンピューター

で計算する際のプログラミングが非常に複雑になってしまうからである．そこで本研究では，モデ

ルの最尤推定を可能にするために，Haas et al. (2004) のマルコフ・スイッチングGARCHモデル

のアイデアを採用することにした．(17)，(18)式は，l = 0のとき

lnVt−1[Rt|∆2,t = 0]

= ω0 + β0 lnVt−2[Rt−1|∆2,t−1 = 0] + θzt−1 + γ[|zt−1| − E(|zt−1|)],

zt−1 =
Rt − rt√

Vt−2[Rt−1|∆2,t−1 = 0]
,

l = 1のとき

lnVt−1[Rt|∆2,t = 1]

= ω1 + β1 lnVt−2[Rt−1|∆2,t−1 = 1] + θzt−1 + γ[|zt−1| − E(|zt−1|)],

zt−1 =
Rt − rt√

Vt−2[Rt−1|∆2,t−1 = 1]

となる．このように，このモデルのボラティリティの式では，t時点と t− 1時点の状態変数のとる

値は同じになっている．つまり，t時点でスイッチングが起きたとすると，実際には t − 1時点の

状態と t時点の状態は異なるのだが，t時点と同じ状態の t − 1時点のボラティリティを考え，そ

れに依存して t時点のボラティリティが決定されるとしている．その結果，無数の状態変数の組み

合わせを考える必要がなくなり，最尤法による推定が可能になる．詳しい推定法は，6節の補論で

解説する．

状態変数が 1つのモデル（以下，MSEG(1)モデル）は

Rt = µ∆t +
√

Vt−1[Rt|∆t = j]zt, zt ∼ i.i.d.t(0, 1, ν), (19)

µ∆t = µ0(1−∆t) +
rt − µ0π0

π1
∆t, µ0 < 0, (20)

lnVt−1[Rt|∆t = j]

= ωj + βj lnVt−2[Rt−1|∆t−1 = j] + θzt−1 + γ [|zt−1| − E(|zt−1|)] , (21)

zt−1 =
Rt−1 − rt−1√

Vt−2[Rt−1|∆t−1 = j]
(22)

となる．ただし，j = 0, 1である．このモデルでは，平均と EGARCHモデルのパラメータが同時

にスイッチングを起こすことになる 7．

7MS(1) モデルのケースと同様に，(21) 式の ω0，ω1，β0，β1 の大小関係については制約は置かない．
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平均のみがスイッチングを起こすモデル（以下，MSEG(m)モデル）は

Rt = µ∆t +
√

Vt−1[Rt]zt, zt ∼ i.i.d.t(0, 1, ν),

µ∆t = µ0(1−∆t) +
rt − µ0π0

π1
∆t, µ0 < 0,

lnVt−1[Rt] = ω + β lnVt−2[Rt−1] + θzt−1 + γ [|zt−1| − E(|zt−1|)] ,

zt−1 =
Rt−1 − rt−1√
Vt−2[Rt−1]

となる．このモデルでは，ボラティリティの部分は通常の EGARCHモデルになる．

平均は無リスク資産の利子率と等しく，EGARCHモデルのパラメータのみがスイッチングする

モデル（以下，MSEG(v)モデル）は

Rt = rt +
√
Vt−1[Rt|∆t = j]zt, zt ∼ i.i.d.t(0, 1, ν),

lnVt−1[Rt|∆t = j]

= ωj + βj lnVt−2[Rt−1|∆t−1 = j] + θzt−1 + γ [|θzt−1| − E(|θzt−1|)] ,

zt−1 =
Rt−1 − rt−1√

Vt−2[Rt−1|∆t−1 = j]

となる．ただし，j = 0, 1である．以上のMSEG(1)，MSEG(m)，MSEG(v)モデルの状態変数∆t

の推移確率は，(13)，(14)式で与えられる．MSEG(2)モデルも含めて，今後はこれらのモデルを

総称してMSEGモデルと呼ぶことにする．

最後に，スイッチングを含まない通常の EGARCHモデルは

Rt = rt +
√
Vt−1[Rt]zt, zt ∼ i.i.d.t(0, 1, ν),

lnVt−1[Rt] = ω + β lnVt−2[Rt−1] + θzt−1 + γ [|θzt−1| − E(|θzt−1|)] ,

zt−1 =
Rt−1 − rt−1√
Vt−2[Rt−1]

である．

3 オプション価格の導出方法

3.1 リスク中立性の下でのオプション価格

投資家がリスク中立的な場合，ヨーロピアン・オプションの価格は，満期におけるオプション価

格の期待値を無リスク資産の利子率 rで割り引いた割引現在価値となる．T を評価日，T + τ を満

期日，CT を権利行使価格K のコール・オプションの T 時点の価格とすると，CT は

CT = (1 + r)−τE [max (ST+τ −K, 0)] (23)

と表される 8．ここで，ST+τ はオプションの満期の原資産価格である．MSモデル，MSEGモデ

ルの場合，右辺の期待値を解析的に求めることができないので，モンテカルロ・シミュレーション
8オプション価格を評価する T 時点においては，T 時点から T +1時点にかけての安全資産の利子率 rT+1 は既知であ

るが，その先の利子率は分からない．したがって，T 時点から満期である T + τ 時点までの利子率は一定であると仮定し，
r = rT+1, rT+2, · · · , rT+τ とおいて現在価値を計算することになる．
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によって評価する．シミュレーションを n回行い，n個の満期の原資産価格 ST+τ が得られたとし

て，これらを
(
S
(1)
T+τ , S

(2)
T+τ , . . . , S

(n)
T+τ

)
とする．ただし，S

(i)
T+τ は i回目のパスの発生によって得

られた満期の原資産価格である．nが十分に大きいとき，大数の法則より (23)式は以下の式によっ

て評価することができる．

CT ≈ (1 + r)−τ 1

n

n∑
i=1

max
(
S
(i)
T+τ −K, 0

)
. (24)

3.2 モンテカルロ・シミュレーションの手順

モンテカルロ・シミュレーションによるオプション価格の計算手順は以下の通りである．ここで

はMSEG(2)モデルについて説明する．

[1] 標本 {R1, R2, . . . , RT }を使って，MSEG(2)モデルの未知パラメータを最尤推定する．

[2] 互いに独立な標準正規分布から正規乱数
{
z
(i)
T+1, z

(i)
T+2, . . . , z

(i)
T+τ

}n

i=1

を生成する．

[3] 互いに独立な標準一様分布から，2系列の一様乱数
{
u
(i)
1,T+1, u

(i)
1,T+2, . . . , u

(i)
1,T+τ

}n

i=1
,

{
u
(i)
2,T+1, u

(i)
2,T+2, . . . , u

(i)
2,T+τ

}n

i=1

を生成する．

[4] 手順 [1]で推定された推移確率と手順 [3]の一様乱数を使って，T + 1から T + τ までの状態

変数 {
∆

(i)
1,T+1,∆

(i)
1,T+2, . . . ,∆

(i)
1,T+τ

}n

i=1
,

{
∆

(i)
2,T+1,∆

(i)
2,T+2, . . . ,∆

(i)
2,T+τ

}n

i=1

を求める．∆1,tは，投資家のリスク中立性の仮定より，(8)，(9)式の定常確率 π0，π1を使っ

て生成する．一方∆2,tは，推移確率 q00，q11から求める．ただし，T 時点の∆2,T は未知で

あることから，T + 1時点の∆2,T+1 は下記の確率から求めることにする．

Pr [∆2,T+1 = l|IT ] =
1∑

k=0

Pr [∆2,T+1 = l|∆2,T = k] Pr [∆2,T = k|IT ] .

[5] 手順 [2]，[4]の値をMSEG(2)モデルに代入して，T + 1時点から T + τ 時点までの収益率
{
R

(i)
T+1, R

(i)
T+2, . . . , R

(i)
T+τ

}n

i=1

を計算する．

[6] 次の式を使ってオプションの満期 T + τ 時点における原資産価格
(
S
(1)
T+τ , S

(2)
T+τ , . . . , S

(n)
T+τ

)

を求める．

S
(i)
T+τ = ST

τ∏
s=1

(
1 +R

(i)
T+s

)
, i = 1, 2, . . . , n. (25)
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[7] (24)式より，コール・オプションの価格 CT を計算する．

本研究ではモンテカルロ・シミュレーションの回数を n = 200,000とした．また，計算される

CT の分散を小さくするため，Satoyoshi and Mitsui (2011)，里吉・三井 (2013) と同様に，代表的

な分散減少法である負相関法と制御変量法を併せて用いた 9．

4 実証結果

4.1 データ

本研究では，ヨーロピアン・オプションである日経 225オプションのコールについて実証分析を

行った．期間は 2010年 1月限から 2014年 10月限までの 58限月であり，満期から 20日前（τ = 20）

の終値を分析対象としている．コールの標本サイズは 1120となった 10．原資産は日経平均株価で

あり，また，無リスク資産としては無担保コール翌日物を用いることにした 11．

MSモデルなどのパラメータの推定には，満期の 20日前から更に 3,500日前までの日経平均株

価の終値を使用した 12．例えば，最初の限月である 2010年 1月限の場合，オプションの評価日は

満期から 20日前の 2009年 12月 8日，その 3,500日前は 1995年 9月 12日になる．日次収益率

を計算すると，標本期間は 1995年 9月 13日から 2009年 12月 8日までとなり（標本の大きさは

T = 3,500），この期間の日次収益率を用いてモデルのパラメータの推定を行なうことになる．そ

の推定されたパラメータを所与として，3.2節で説明したモンテカルロ・シミュレーションの手順

に従いオプション価格を求める．次の限月以降も同様に，推定期間の設定，モデルのパラメータ推

定，オプション価格の計算を行う．最後の限月は 2014年 10月限，その 20日前は 2014年 9月 10

日となるので，本研究で用いた日経平均株価の日次収益率の全標本期間は，1995年 9月 13日から

2014年 9月 10日までとなった．

表 1には全標本期間における日経平均株価の日次収益率（%）の基本統計量を示した．平均は

0.008とプラスの値を示しているが有意ではない．歪度の値は −0.152と統計的に有意な負の値を

示しており，日次収益率は左に歪んだ分布に従っていると考えられる．また，尖度の値は 8.505で

正規分布の 3を大幅に上回っていることから，正規分布よりも裾の厚い分布に従っていることが分

かる．日経平均株価の終値と日次収益率の推移は，それぞれ図 1，図 2に示した．2008年のリーマ

ン・ショックでは株価は大暴落し，ボラティリティが非常に高くなっていることがわかる．また，

2013年の年末からの急激な上昇トレンドは，いわゆるアベノミクス効果によるものと推察される．

4.2 MSモデルの推定結果

表 2にはMSモデルの推定結果を示した．まず，収益率の平均とボラティリティが独立してス

イッチングを起こすMS(2)モデルを見てみると，平均の推移確率 p00，p11はそれぞれ 0.998，0.999
9詳しくは, Satoyoshi and Mitsui (2011) の Appendix B を参照のこと.

10日経 225 オプションの終値と日経平均株価の終値とが異時点で値付けされている可能性があるが，本研究では考慮し
なかった．また，基本的な仮定として，取引費用，税金，配当は存在せず，オプションの証拠金は不要とした．

11日経 225オプション，日経平均株価，無担保コール翌日物のデータは，日経 NEEDS-FinancialQUEST を利用した．
12パラメータの推定とモンテカルロ・シミュレーションには，プログラミング言語の OxMetrics 5.00

(http://www.oxmetrics.net/) を利用している．
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と非常に高い値になっている．一方，ボラティリティの推移確率 q00，q11はそれぞれ 0.991，0.975

であり，こちらも 1に近い値を示しているが，平均の推移確率よりも若干低い．µ0 < 0という制

約から，∆1,t = 0はベア局面になる．µ0の値は−0.143であり，有意ではないが負の値となってい

る．このモデルには期待収益率と無リスク資産の利子率が等しいという制約があり，通常，利子率

は負の値にはならない．したがって，もう一方の平均 µ1,t は正の値をとり，∆1,t = 1はブル局面

となる．また，ボラティリティを表す σ2
0 と σ2

1 は，それぞれの状態で値が大きく異なっている．図

3にはMS(2)モデルの平滑化確率を示した．ブル局面（∆1,t = 1）の確率を表す太線を見てみる

と，ほとんどの期間においてブルの確率が高くなっている．実際の日経平均株価はこのデータ期間

において上昇トレンドと下降トレンドを何度も繰り返しているが，ベア局面は 2000年と 2001年

あたりのみが捉えられている．細線はハイ・ボラティリティ（∆2,t = 1）の確率であり，平均と比

べると頻繁にスイッチングを起こしていて，スイッチングの時期は異なっていることが分かる．

平均とボラティリティが同時にスイッチングを起こすMS(1)モデルの推定結果は，表 2の 3列

目に示した．推移確率 p00，p11の推定値はそれぞれ 0.975，0.991であり，これはMS(2)モデルに

おけるボラティリティの推移確率 q11，q00 と全く同じ値になっている．また，σ2
0 と σ2

1 について

も，MS(2)モデルと大小関係が入れ替わっているだけでほとんど同じ値である．そして，図 4に

示したロー・ボラティリティ（∆t = 1）の平滑化確率は，1からMS(2)モデルのハイ・ボラティ

リティの確率を引いたものになっている．したがって，MS(1)モデルのスイッチングはボラティリ

ティの変動のみによって引き起こされていて，平均とボラティリティが同時にスイッチングを起こ

しているわけではないことが分かる．

表 2の 4列目は，平均のみがスイッチングを起こす MS(m)モデルの結果である．推移確率は

MS(2)モデルの p00，p11 とほぼ同じ値であるが，µ0 はMS(2)モデルよりも若干 0に近い．この

µ0 の違いは，図 5のブル局面の確率の推移にも表れている．MS(1)モデルではほとんどの期間に

おいてブル局面であったが，このモデルでは 2003年から 2006年にかけてと 2013年あたりだけが

ブル局面となっている．

ボラティリティのみがスイッチングするMS(v)モデルでは，推移確率の値はMS(2)モデルの q00，

q11 と同じになっている（表 2の 5列目）．ボラティリティの値もほぼ同じで，ハイ・ボラティリ

ティの確率も同じように推移している（図 6）．

これらのMSモデルの対数尤度，AIC，SBICは表の下 3行に示した．対数尤度が最も高いのは

平均とボラティリティが同時にスイッチングを起こすMS(1)モデルであり，AICの基準において

もこのモデルが最も当てはまりが良いという結果となった．SBICの基準ではボラティリティのみ

がスイッチングするMS(v)モデルが選択された．いずれにせよ，平均のスイッチングはモデルの

当てはまり具合を高めることにはならないと考えられる．

4.3 MSEGモデルの推定結果

MSEGモデルと EGARCHモデルの推定結果は表 3に示した．平均と EGARCHモデルのパラ

メータが独立してスイッチングを起こすMSEG(2)モデルの結果は 2列目である．平均の推移確

率 p00，p11の値はそれぞれ 0.996，0.999であり，MS(2)モデルの値とほとんど同じとなっている．
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また，平均 µ0 の値もさほど変わらない．ところが，図 7の平滑化確率を見てみると，リーマン・

ショックの前後など，いくつかの下降トレンドの時期においてブル局面の確率は低くなっており，

MS(2)モデルよりもブル・ベア局面の識別が大幅に向上していることが分かる．このことは，マル

コフ・スイッチング・モデルによって資産価格のブル・ベア局面を捉えるには，ボラティリティを

どのように定式化するかが重要であることを示唆している．一方，EGARCH部分の推移確率 q00，

q11はそれぞれ 0.991，0.984であり，MS(2)モデルと同様に平均の推移確率よりも若干低くなって

いる（平滑化確率は図 7の細線）．ボラティリティに対するショックの持続性は，それぞれの状態

において β̂0 = 0.987，β̂1 = 0.828であり，ω̂0 < ω̂1であることから，ロー・ボラティリティの時期

よりもハイ・ボラティリティの時期のほうがボラティリティに対するショックの持続性が低いこと

が分かる．また，レバレッジ効果を示すパラメータ θの値は −0.124で有意であり，多くの先行研

究と同じ結果になっている．

表の 3列目は，平均と EGARCHモデルのパラメータが同時にスイッチングを起こすMSEG(1)

モデルの結果である．µ0は −0.043であり，MSEG(2)モデルのときよりも 0に近い値になってい

る．EGARCH部分のパラメータについては，ハイ・ボラティリティを表す ω1の値がMSEG(2)モ

デルよりも低くなっている以外は，ほぼ同じ値である．図 8を確認すると，MSEG(2)モデルでの

ハイ・ボラティリティの確率と比べると多少滑らかではあるが，ほとんど同じ変動を示している．

したがって，平均とボラティリティは同時ではなくそれぞれ別々のタイミングでスイッチングして

いると考えられ，このことはMSモデルにおける結果と同様である．

平均のみがスイッチングするMSEG(m)モデルの推移確率の推定値は，MSEG(2)モデルの結果

とほとんど同じであり，平均の µ0 の推定値も非常に近い（表 3の 4列目）．また，図 9の平滑化

確率の変動は，MSEG(2)モデルでのブル局面を示すグラフと同じに見える．よって，ブル・ベア

局面を捉えることのみを目的とした場合には，EGARCH部分のパラメータの変化は考える必要は

なく，マルコフ過程に従うスイッチングは平均だけで十分であると考えられる．

平均は定数（無リスク資産の利子率）で，ボラティリティのみがスイッチングするMSEG(v)モ

デルの結果を見ると，MSEG(2)モデルの推定結果とかなり近いことが分かる．ハイ・ボラティリ

ティの確率の推移は図 10であり，MSEG(2)モデルにおけるハイ・ボラティリティの確率と全く同

じになっている．

EGARCHモデルの推定結果は最後の列に示した．ボラティリティに対するショックの持続性を

表す β0の値は 0.974であり，MSEG(2)モデルと比較すると，β1より β0の値に近い．このことか

ら，スイッチングを含まない通常の EGARCHモデルは，ハイ・ボラティリティの時期における

ショックの持続性を捉えるには適切ではないと考えられる．

対数尤度の値を比較すると，最も高いのはMSEG(1)モデルであり，次はMSEG(2)モデルとなっ

ている．AICの基準ではMSEG(1)モデル，SBICの基準では EGARCHモデルが選択された．し

たがって，MSモデルのケースと同じようにボラティリティの変動を EGARCHとしたこれらのモ

デルにおいても，平均のスイッチングはモデルの当てはまり具合を高めることにはならないと考え

られる 13．

13MSEG モデルが通常の EGARCH モデルよりも優れているかどうかを厳密に判断するには，スイッチングが起きて
いるかどうかを調べる検定を行う必要がある．しかし，一般に知られているように，マルコフ・スイッチングが無いという
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4.4 オプション価格の推定値の比較

MSモデル，MSEGモデル，EGARCHモデルと BSモデル 14 によるオプション価格の評価値

と，実際の市場価格を用いて，以下のように平均誤差率 (mean error rate; MER) と平均 2乗誤差

率の平方根 (root mean square error rate; RMSER) を計算し，各モデルの比較を行う．

MER =
1

N

N∑
i=1

(
Ĉ推定値i − C市場価格i

C市場価格i

)
,

RMSER =

���� 1

N

N∑
i=1

(
Ĉ推定値i − C市場価格i

C市場価格i

)2

.

ここで，Ĉ推定値i はモンテカルロ・シミュレーションによるコール・オプションの推定値，あるい

は，BSモデルの理論価格を表し，C市場価格i はコール・オプションの価格の価格を表す．N は標本

サイズである．MERの値を計算することにより，モデルの推定値が市場価格と比べてどの程度バ

イアスを持っているかが明らかになる．もう 1つの RMSERは，推定値と市場価格の乖離度を示

す基準である．

また，これらのMERと RMSERの計算は，各オプションを 7種類のマネネス (moneyness) に

分類し，マネネスごとでも行うことにする (表 4を参照) ．マネネスはそれぞれ，S/K ＜ 0.85な

らば very-deep-out-of-the-money (VDOTM) のオプション，0.85 ≤ S/K＜ 0.91ならば deep-out-

of-the-money (DOTM) のオプション，0.91 ≤ S/K ＜ 0.97ならば out-of-the-money (OTM) のオ

プション，0.97 ≤ S/K ≤ 1.03ならば at-the-money (ATM) のオプション，1.03＜ S/K ≤ 1.09な

らば in-the-money (ITM) のオプション，1.09＜ S/K ≤ 1.15ならば deep-in-the-money (DITM)

のオプション，S/K ＞ 1.15ならば very-deep-in-the-money (VDITM) のオプションである．

MER，RMSERの計算結果は，表 5にまとめた．2列目から 8列目まではマネネス別，一番右の

列は全体の結果である．表の 2行目には各マネネスと Totalでの標本サイズを示した．まず，上段

のMERの値から見てみると，TotalではMSEG(m)モデルの値が−0.111であり，全てのモデルの

中でオプション価格の推定値の上方または下方バイアスが最も小さいことが分かる．Totalで次に

小さいのはEGARCHモデルであるが，MSEG(m)モデルの結果とほとんど変わらない．MSEG(2)

帰無仮説のもとではモデルのいくつかのパラメータは識別することができず，検定統計量は通常の漸近分布に従わないた
め，尤度比検定は困難になってしまう．この問題点を考慮した検定手法としては Hansen (1992,1996)，Garcia (1998) が
あるが，本研究の目的はオプション価格の評価であるので，このような検定は行なわないことにした．

14時点 T での権利行使価格 K，残存期間 τ のヨーロピアン・コール・オプション価格 CBS
T は，以下の式を用いて評価

を行った．

CBS
T = STN(d1)−Ke−rτN(d2),

d1 =
ln (ST /K) + (r + σ2/2)τ

σ
√
τ

, d2 = d1 − σ
√
τ ,

N(di) =

∫ di

−∞

1
√
2π

exp

(
−
x2

2

)
dx, i = 1, 2.

ここで，N(·) は標準正規分布の分布関数，r は連続複利方式の無リスク資産の利子率である．また，σ に関しては過去 20
日分の原資産価格収益率の標準偏差 (Historical Volatility; HV) を使い，HV を次のように計算した．

σHV =

���� 1

20− 1

20∑
t=1

(Rt − R̄)2.

ただし，R̄ は 20 日間の Rt の平均値である．
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モデル，MSEG(1)モデルとMSEG(v)モデルの値は−0.25前後でほとんど同じである．また，BS

モデルの値は 0.445と上方バイアスがかなり大きく，4つのMSモデルについては明らかな過大評価

が生じている．このことから，少なくともボラティリティの変動の定式化は EGARCHモデルにし

たほうが良いことが分かる．ここで，4つのMSEGモデルとEGARCHモデルについてマネネスの

結果も含めて比較すると，MSEG(2)モデルとMSEG(v)モデルの値は，Totalだけでなく全てのマ

ネネスにおいて非常に近い値になっていることが分かる．MSEG(m)モデルについては，EGARCH

モデルの結果にかなり似ている．また，MSEG(1)モデルはMSEG(m)モデルや EGARCHモデル

よりも，MSEG(2)モデルとMSEG(v)モデルの結果に近い．

表の下段はRMSERの計算結果である．Totalで最も小さいのはMSEG(v)モデルの 0.492であり，

次はMSEG(2)モデルとEGARCHモデルの 0.495であるが，他のMSEGモデルも含めてその差は

小さい．また，この基準でもMSモデルとBSモデルの誤差は非常に大きくなっている．マネネスの

結果も含めて 4つのMSEGモデルとEGARCHモデルを比べると，この基準においてもMSEG(2)

モデルとMSEG(v)モデル，MSEG(m)モデルと EGARCHモデル，そしてMSEG(1)モデルの 3

パターンに分類できる．第 4.3節のMSEGモデルの分析では，MSEG(2)モデルとMSEG(m)モ

デルはブル・ベア局面を捉えるモデルとして適していることが明らかになった．しかしながら，オ

プションの評価においては，MSEG(2)モデルとMSEG(m)モデルのパフォーマンスが特に良いと

いう結果にはなっていない．よって，ブル・ベア局面を識別できるモデルを用いることでオプショ

ン価格の評価が向上する可能性は低いと推察される．ただし，MSEG(v)モデルのRMSERの値は

TotalとDOTM，そしてOTMで最小であり，DOTMとOTMでは EGARCHモデルを大きく上

回るパフォーマンスを示している．したがって，ボラティリティのみがスイッチングを起こすマル

コフ・スイッチング EGARCHモデルを用いたオプション評価法は，コール・オプションに対して

有効である可能性がある．以上のMERと RMSERの結果から，マルコフ・スイッチング・モデ

ルや BSモデルよりもマルコフ・スイッチング EGARCHモデルの方が全体としてパフォーマンス

が高く，ボラティリティのスイッチングは重要であるが，平均のスイッチングは特に必要ではない

ことが示された．

表 6は，オプションの市場価格が 1円であったものを取り除いて計算した結果である．同一限月

内で権利行使価格が異なるオプションであっても，日経 225オプションの最低価格が 1円であるこ

とから，複数のOTMのオプションで実際の市場価格が 1円になることがある．本研究のようにオ

プション価格を理論モデルによって評価する場合，コールでは権利行使価格が高くなるほど評価値

は低くなる．したがって，このように複数のオプションにおいて 1円に値付けされるようなOTM

のオプションでは，市場価格と推定値の乖離度は必然的に高くなってしまう．1円のオプションを

除外した結果，その影響は VDOTMと DOTMのオプションのみに表れ，標本サイズはそれぞれ

47，207と大幅に減少した．MSEGモデルと EGARCHモデルの結果を比べると，MERの基準で

はMSEG(m)モデルが VDOTMと DOTM，そして Totalにおいて EGARCHモデルより優れて

いるが，これは表 5の結果と同じである．一方，RMSERの基準では，1円のオプションを含めた

ケースと比べると新たにDOTMのMSEG(1)モデル，TotalのMSEG(2)モデルの値が EGARCH

モデルよりも小さくなっている．また，TotalにおけるMSEG(2)モデルの 0.412，MSEG(v)モデ

ルの 0.408という値は，EGARCHモデルの 0.437よりも明らかにパフォーマンスが高く，その点
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も表 5の結果と異なっている．しかしながら，MERと RMSERの両基準の結果から総合的に判断

すると，これらのモデルがMSEG(2)モデルとMSEG(v)モデル，MSEG(m)モデルと EGARCH

モデル，そしてMSEG(1)モデルの 3パターンに分類される点は，1円のオプションを含めたケー

スと同じである．

最後に，モデルによるパフォーマンスの違いがなぜ生じたのかを調べるために，MSEGモデル

と EGARCHモデルについて各限月ごとに MER，RMSERの平均値を算出し，時系列グラフを

作成した．図 11と図 12はそれぞれオプション評価期間の日経平均株価とその日次収益率であり，

図 13はMERの推移，図 14は RSMERの推移である．ここではオプションの市場価格が 1円で

あったものは除外している．4つのMSEGモデルのうちMSEG(2)モデルとMSEG(1)モデルのみ

をプロットしているのは，MSEG(m)モデルとMSEG(v)モデルは，それぞれ EGARCHモデル，

MSEG(2)モデルとほとんど同じ推移になっているためである．このことは，表 6の結果と整合的

である．図 13のMERの推移から見ていくと，MSEG(2)モデルとMSEG(1)モデルは似たような

動きをしているが，EGARCHモデルは何度か大きな値を示している．例えば，2011年 3月 11日

の東北地方太平洋沖地震前後の 2011年 3月 10日（2011年 4月限）と 2011年 4月 11日（2011年

5月限）において，EGARCHモデルのMERの値は非常に大きい．また，2014年の年明けの下落

相場においても，EGARCHモデルのMERの値はMSEG(2)モデルやMSEG(1)モデルと比べて

大きくなっている．このような EGRACHモデルとMSEG(2)モデル，そしてMSEG(1)モデルと

の乖離は，図 14に示した RMSERの推移にも表れている．どちらの時期においても日経平均株価

が大きく下落していることから，マルコフ・スイッチングがモデルに含まれることによって，オプ

ション価格が過大評価されにくくなっていると考えられる．

5 結論と今後の課題

本稿では，日経平均株価の価格トレンドの識別可能性について，マルコフ・スイッチング・モデ

ルならびにマルコフ・スイッチング EGARCHモデルを用いて分析を行い，さらに，これらのモ

デルが日経 225オプション価格の評価においてどの程度有効であるか検証を行った．実証分析の

結果，日経平均株価の価格トレンドは平均のみがスイッチングを起こすマルコフ・スイッチング

EGARCHモデルによって識別できることが明らかになった．また，コール・オプションの評価で

はマルコフ・スイッチング EGARCHモデルのパフォーマンスが比較的高く，スイッチングはボラ

ティリティについてのみ必要であることが示された．

今回の研究ではボラティリティのモデルとしては EGARCHモデルのみを採用したが，今後の

課題として，ボラティリティの定式化をそれ以外のモデルにした場合に，ブル・ベア局面をどの

程度捉えることができるのか，詳細な分析を行う必要がある．オプション価格の評価については，

里吉・三井 (2013) で提案した混合正規 EGARCHモデルも含めて，パフォーマンスの比較を行う

ことも重要である．また，今回の分析の対象はコール・オプションのみであったが，プット・オプ

ションではどのような時系列モデルが最も適しているか調べていきたい．
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6 補論：MSEG(2)モデルの最尤推定

尤度関数を Lとすると，MSEG(2)モデルの尤度関数は

L = f (R1, R2, · · · , RT ) =
T∏

t=1

f (Rt|It−1)

=
T∏

t=1

1∑
j=0

1∑
l=0

f (Rt,∆1,t = j,∆2,t = l|It−1)

=
T∏

t=1

1∑
j=0

1∑
l=0

f (Rt|∆1,t = j,∆2,t = l, It−1) Pr [∆1,t = j,∆2,t = l|It−1]

となる．ただし，It−1は t− 1時点までの情報集合であり，It−1 = {Rt−1, Rt−2, · · · }である．対数
尤度関数は

lnL =

T∑
t=1

ln




1∑
j=0

1∑
l=0

f (Rt|∆1,t = j,∆2,t = l, It−1) Pr [∆1,t = j,∆2,t = l|It−1]




=
T∑

t=1

ln
{
i′
(
ηt ⊙ ξ̂t|t−1

)}
(26)

となる．ただし，

i =




1

1

1

1




, ηt =




f(Rt|∆1,t = 0,∆2,t = 0, It−1)

f(Rt|∆1,t = 0,∆2,t = 1, It−1)

f(Rt|∆1,t = 1,∆2,t = 0, It−1)

f(Rt|∆1,t = 1,∆2,t = 1, It−1)




, ξ̂t|t−1 =




Pr[∆1,t = 0,∆2,t = 0|It−1]

Pr[∆1,t = 0,∆2,t = 1|It−1]

Pr[∆1,t = 1,∆2,t = 0|It−1]

Pr[∆1,t = 1,∆2,t = 1|It−1]




であり，⊙はベクトルの要素ごとを掛け合わすことを示す．本研究では収益率の誤差項 zt は t分

布に従うと仮定しているので，f(Rt|∆1,t = j,∆2,t = l, It−1)は

f(Rt|∆1,t = j,∆2,t = l, It−1) =
Γ((ν + 1)/2)

π
1
2Γ(ν/2)

(
1 +

(Rt − µj)
2

σ2
lt(ν − 2)

)− ν+1
2 (

σ2
lt

)− 1
2 (ν − 2)−

1
2

となる．ただし，j, l = 1, 2であり，µ1は (11)式で与えられる．また，σ2
ltは Vt−1[Rt|∆2,t = l]の

ことである．

(26)式の ξ̂t|t−1は，Hamilton (1989) のフィルタリング手法（ハミルトン・フィルタ）によって
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求める 15 ．ξ̂t|t−1 を書き換えると

ξ̂t|t−1 =




Pr[∆1,t = 0,∆2,t = 0|It−1]

Pr[∆1,t = 0,∆2,t = 1|It−1]

Pr[∆1,t = 1,∆2,t = 0|It−1]

Pr[∆1,t = 1,∆2,t = 1|It−1]




=

(
Pr[∆1,t = 0|It−1]

Pr[∆1,t = 1|It−1]

)
⊗

(
Pr[∆2,t = 0|It−1]

Pr[∆2,t = 1|It−1]

)

=

(∑1
i=0 Pr[∆1,t = 0,∆1,t−1 = i|It−1]∑1
i=0 Pr[∆1,t = 1,∆1,t−1 = i|It−1]

)
⊗

(∑1
k=0 Pr[∆2,t = 0,∆2,t−1 = k|It−1]∑1
k=0 Pr[∆2,t = 1,∆2,t−1 = k|It−1]

)

=

(∑1
i=0 Pr[∆1,t = 0|∆1,t−1 = i] Pr[∆1,t−1 = i|It−1]∑1
i=0 Pr[∆1,t = 1|∆1,t−1 = i] Pr[∆1,t−1 = i|It−1]

)

⊗

(∑1
k=0 Pr[∆2,t = 0|∆2,t−1 = k] Pr[∆2,t−1 = k|It−1]∑1
k=0 Pr[∆2,t = 1|∆2,t−1 = k] Pr[∆2,t−1 = k|It−1]

)

=

[(
p00 p10

p01 p11

)(
Pr[∆1,t−1 = 0|It−1]

Pr[∆1,t−1 = 1|It−1]

)]
⊗

[(
q00 q10

q01 q11

)(
Pr[∆2,t−1 = 0|It−1]

Pr[∆2,t−1 = 1|It−1]

)]

=

[(
p00 p10

p01 p11

)
⊗

(
q00 q10

q01 q11

)]



Pr[∆1,t−1 = 0,∆2,t−1 = 0|It−1]

Pr[∆1,t−1 = 0,∆2,t−1 = 1|It−1]

Pr[∆1,t−1 = 1,∆2,t−1 = 0|It−1]

Pr[∆1,t−1 = 1,∆2,t−1 = 1|It−1]




,

つまり，

ξ̂t|t−1 = (P⊗Q) ξ̂t−1|t−1 (27)

となる．ただし，

ξ̂t−1|t−1 =




Pr[∆1,t−1 = 0,∆2,t−1 = 0|It−1]

Pr[∆1,t−1 = 0,∆2,t−1 = 1|It−1]

Pr[∆1,t−1 = 1,∆2,t−1 = 0|It−1]

Pr[∆1,t−1 = 1,∆2,t−1 = 1|It−1]




,

P =

(
p00 p10

p01 p11

)
, Q =

(
q00 q10

q01 q11

)

である．

t時点までの情報 It が与えられたもとで，∆1,t = j かつ∆2,t = l（j, l = 0, 1）となる確率は，

Pr[∆1,t = j,∆2,t = l|It] = Pr[∆1,t = j,∆2,t = l|It−1, Rt]

=
f(∆1,t = j,∆2,t = l, Rt|It−1)

f(Rt|It−1)

=
f(Rt|∆1,t = j,∆2,t = l, It−1) Pr[∆1,t = j,∆2,t = l|It−1]∑1

j=0

∑1
l=0 f(Rt,∆1,t = j,∆2,t = l|It−1)

=
f(Rt|∆1,t = j,∆2,t = l, It−1) Pr[∆1,t = j,∆2,t = l|It−1]∑1

j=0

∑1
l=0 f(Rt|∆1,t = j,∆2,t = l, It−1) Pr[∆1,t = j,∆2,t = l|It−1]

.

15詳細は Kim and Nelson (1999) を参照のこと.
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ベクトルで表すと，

ξ̂t|t =

(
ηt ⊙ ξ̂t|t−1

)

i′
(
ηt ⊙ ξ̂t|t−1

) (28)

となる．以上の (27)式と (28)式を交互に繰り返すことによって，t = 1, 2, . . . , T について ξ̂t|t−1

を計算し，(26)式に代入する．t = 1時点の Pr[∆1,1,∆2,1|I0]の計算に必要な



Pr[∆1,0 = 0,∆2,0 = 0|I0]
Pr[∆1,0 = 0,∆2,0 = 1|I0]
Pr[∆1,0 = 1,∆2,0 = 0|I0]
Pr[∆1,0 = 1,∆2,0 = 1|I0]




=

(
Pr[∆1,0 = 0|I0]
Pr[∆1,0 = 1|I0]

)
⊗

(
Pr[∆2,0 = 0|I0]
Pr[∆2,0 = 1|I0]

)

には，定常確率

Pr[∆1,0 = 0|I0] =
1− p11

2− p00 − p11
,

Pr[∆1,0 = 1|I0] =
1− p00

2− p00 − p11
,

Pr[∆2,0 = 0|I0] =
1− q11

2− q00 − q11
,

Pr[∆2,0 = 1|I0] =
1− q00

2− q00 − q11

を用いる．
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表 1: 日経平均株価の日次収益率（%）の基本統計量

標本サイズ 平均 標準偏差 歪度 尖度

4669 0.008 1.533 −0.152 8.505

(0.022) (0.036) (0.072)

（注）データは 1995年 9月 13日から 2014年 9月 10日まで．括
弧内の数値は標準誤差を表す．標本サイズをN，標準偏差を σ̂とす
ると，平均，歪度，尖度の標準誤差はそれぞれ，σ̂/

√
N，

√
6/N，√

24/N である．
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図 1: 日経平均株価の終値．
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図 2: 日経平均株価の日次収益率（%）．
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表 2: MSモデルの推定結果

MS(2) MS(1) MS(m) MS(v)

p00 0.998 0.975 0.999 0.992

(0.002) (0.006) (0.000) (0.002)

p11 0.999 0.991 0.998 0.975

(0.001) (0.002) (0.001) (0.006)

q00 0.991 − − −
(0.002) − − −

q11 0.975 − − −
(0.006) − − −

µ0 −0.143 −0.115 −0.047 −
(0.091) (0.047) (0.012) −

σ2
0 1.332 4.949 2.344 1.339

(0.059) (0.457) (0.092) (0.058)

σ2
1 5.037 1.321 − 5.064

(0.426) (0.063) − (0.415)

ν 9.901 9.972 4.533 10.155

(1.475) (1.521) (0.304) (1.533)

log-lik. −8159.94 −8158.16 −8337.44 −8161.59

AIC 16335.88 16328.31 16684.89 16333.19

SBIC 16387.47 16367.01 16717.13 16365.43

（注）括弧内の数値は標準誤差を表す．
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（注）太線はブル局面（∆1,t = 1）の確率，細線はハイ・ボラティリティ（∆2,t = 1）の確率を示す．

図 3: MS(2)モデルの平滑化確率．
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図 4: MS(1)モデルの平滑化確率（∆t = 1）．
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図 5: MS(m)モデルの平滑化確率（∆t = 1）．
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図 6: MS(v)モデルの平滑化確率（∆t = 1）．
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表 3: MSEGモデル，EGARCHモデルの推定結果

MSEG(2) MSEG(1) MSEG(m) MSEG(v) EGARCH

p00 0.996 0.996 0.996 0.991 −
(0.003) (0.002) (0.003) (0.004) −

p11 0.999 0.993 0.998 0.985 −
(0.001) (0.005) (0.002) (0.011) −

q00 0.991 − − − −
(0.004) − − − −

q11 0.984 − − − −
(0.012) − − − −

µ0 −0.131 −0.043 −0.129 − −
(0.066) (0.018) (0.071) − −

ω0 0.002 0.002 0.016 0.002 0.017

(0.003) (0.003) (0.003) (0.003) (0.003)

ω1 0.124 0.077 − 0.119 −
(0.070) (0.024) − (0.065) −

β0 0.987 0.987 0.974 0.987 0.974

(0.004) (0.004) (0.004) (0.004) (0.004)

β1 0.828 0.882 − 0.833 −
(0.085) (0.035) − (0.081) −

θ −0.124 −0.121 −0.089 −0.124 −0.088

(0.014) (0.012) (0.010) (0.014) (0.010)

γ 0.109 0.118 0.161 0.108 0.161

(0.018) (0.017) (0.015) (0.018) (0.015)

ν 13.998 13.071 11.696 14.341 11.985

(2.746) (2.200) (1.746) (2.841) (1.816)

log-lik. −7992.02 −7990.96 −8007.04 −7993.86 −8009.58

AIC 16008.05 16001.91 16030.08 16005.71 16029.15

SBIC 16085.43 16066.40 16081.67 16063.75 16061.40

（注）括弧内の数値は標準誤差を表す．
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（注）太線はブル局面（∆1,t = 1）の確率，細線はハイ・ボラティリティ（∆2,t = 1）の確率を示す．

図 7: MSEG(2)モデルの平滑化確率．

2000 2005 2010

0.5

1.0

図 8: MSEG(1)モデルの平滑化確率（∆t = 1）．
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図 9: MSEG(m)モデルの平滑化確率（∆t = 1）．
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図 10: MSEG(v)モデルの平滑化確率（∆t = 1）．
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表 4: マネネスによるコール・オプションの分類

S/K < 0.85 very-deep-out-of-the-money (VDOTM)

0.85 ≤ S/K < 0.91 deep-out-of-the-money (DOTM)

0.91 ≤ S/K < 0.97 out-of-the-money (OTM)

0.97 ≤ S/K ≤ 1.03 at-the-money (ATM)

1.03 < S/K ≤ 1.09 in-the-money (ITM)

1.09 < S/K ≤ 1.15 deep-in-the-money (DITM)

1.15 < S/K very-deep-in-the-money (VDITM)

（注）S は原資産価格, K は権利行使価格を表す.
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表 5: コール・オプションの推定値の比較

VDOTM DOTM OTM ATM ITM DITM VDITM Total

標本サイズ (N) 141 248 229 202 141 81 78 1120

MER

MS(2) 1.342 2.048 0.895 0.136 0.021 0.005 0.005 0.833

MS(1) −0.217 2.622 1.596 0.266 0.044 0.004 0.004 0.933

MS(m) 0.270 3.228 1.704 0.276 0.047 0.006 0.004 1.154

MS(v) 1.352 1.991 0.883 0.134 0.021 0.005 0.005 0.819

MSEG(2) −0.882 −0.491 −0.110 −0.020 0.005 0.004 0.005 −0.245

MSEG(1) −0.909 −0.603 −0.147 −0.008 0.007 0.004 0.005 −0.278

MSEG(m) −0.610 −0.209 0.023 0.024 0.015 0.007 0.005 −0.111

MSEG(v) −0.882 −0.498 −0.116 −0.021 0.005 0.004 0.005 −0.248

EGARCH −0.616 −0.212 0.016 0.021 0.014 0.007 0.005 −0.115

BS 2.451 0.585 0.066 −0.029 −0.012 −0.000 0.003 0.445

RMSER

MS(2) 2.727 2.836 1.517 0.285 0.096 0.052 0.035 1.790

MS(1) 0.775 4.378 2.835 0.483 0.127 0.053 0.036 2.451

MS(m) 1.064 5.116 2.993 0.494 0.129 0.054 0.036 2.796

MS(v) 2.715 2.764 1.504 0.284 0.096 0.052 0.035 1.760

MSEG(2) 0.898 0.650 0.458 0.178 0.082 0.052 0.035 0.495

MSEG(1) 0.922 0.724 0.449 0.170 0.084 0.051 0.035 0.520

MSEG(m) 0.777 0.717 0.496 0.168 0.080 0.051 0.035 0.497

MSEG(v) 0.899 0.649 0.446 0.177 0.082 0.052 0.035 0.492

EGARCH 0.774 0.714 0.496 0.168 0.080 0.051 0.035 0.495

BS 15.152 6.389 1.343 0.346 0.091 0.055 0.036 6.191
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表 6: コール・オプションの推定値の比較（1円を除く）

VDOTM DOTM OTM ATM ITM DITM VDITM Total

標本サイズ (N) 47 207 229 202 141 81 78 985

MER

MS(2) 1.326 1.739 0.895 0.136 0.021 0.005 0.005 0.668

MS(1) −0.449 1.960 1.596 0.266 0.044 0.004 0.004 0.823

MS(m) −0.158 2.368 1.704 0.276 0.047 0.006 0.004 0.951

MS(v) 1.386 1.695 0.883 0.134 0.021 0.005 0.005 0.659

MSEG(2) −0.757 −0.467 −0.110 −0.020 0.005 0.004 0.005 −0.163

MSEG(1) −0.821 −0.564 −0.147 −0.008 0.007 0.004 0.005 −0.192

MSEG(m) −0.389 −0.158 0.023 0.024 0.015 0.007 0.005 −0.038

MSEG(v) −0.762 −0.473 −0.116 −0.021 0.005 0.004 0.005 −0.165

EGARCH −0.398 −0.164 0.016 0.021 0.014 0.007 0.005 −0.042

BS 1.036 0.816 0.066 −0.029 −0.012 −0.000 0.003 0.229

RMSER

MS(2) 2.507 2.456 1.517 0.285 0.096 0.052 0.035 1.456

MS(1) 0.639 3.496 2.835 0.483 0.127 0.053 0.036 2.123

MS(m) 0.642 3.949 2.993 0.494 0.129 0.054 0.036 2.331

MS(v) 2.575 2.404 1.504 0.284 0.096 0.052 0.035 1.440

MSEG(2) 0.788 0.629 0.458 0.178 0.082 0.052 0.035 0.412

MSEG(1) 0.847 0.699 0.449 0.170 0.084 0.051 0.035 0.437

MSEG(m) 0.685 0.707 0.496 0.168 0.080 0.051 0.035 0.438

MSEG(v) 0.793 0.628 0.446 0.177 0.082 0.052 0.035 0.408

EGARCH 0.680 0.705 0.496 0.168 0.080 0.051 0.035 0.437

BS 2.340 6.980 1.343 0.346 0.091 0.055 0.036 3.308
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図 11: 日経平均株価の終値（2009/12/8 – 2014/9/10）．
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図 12: 日経平均株価の日次収益率（%）（2009/12/8 – 2014/9/10）．
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図 13: MERの推移（2009/12/8 – 2014/9/10）．
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図 14: RMSERの推移（2009/12/8 – 2014/9/10）．
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