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取引費用を伴うオプションの数値解析

中　村　正　彰

1．序

Black-Schols方程式は資産価格に対する基本的

な対数正規分布モデルに各種の条件を付けて得ら

れた方程式であり種々の形で扱われてきた．原方

程式は取引に伴う費用を考慮せずに導入され解析

されてきた．

（1） 

取引費用を伴うオプションの数値解析
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������������ 方程式は資産価格に対する基本的な対数正規分布モデルに各種の条件を付けて得られた方程式で

あり種々の形で扱われてきた。原方程式は取引に伴う費用を考慮せずに導入され解析されれてきた。

現実の実務家にとって取引費用の影響は重要なもので無視する訳にはいかず、その効果を含めた解析がいろい

ろ実行されてきた。

本論文では �������� �������� ������� によって取引費用を考慮して ������������ 方程式を拡張して得られ

た ����������������������� 方程式を解析する。
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ここで � は原資産の価格� � ��� �� は � に付随するオプションの価格であり� 満期データ ������� �� は非負定数

� に対して � � � のとき指数的に ����� � �� を満たすものとする。

特に我々は� ����� � � ��� �� � � を仮定した場合を扱うことにする。

定数 � と � はそれぞれ無リスク利子率（��������� �������� ����）と資産ヴォラティリティ ���� ����� �����������

を表し� �� は時間ステップを表す。

方程式 ��� の右辺は取引費用の存在を考慮したことによって現れる項である。

ポートフォリオは単位時間 �� 毎に常に更新されるものとする。このモデルにおいては取引費用は比例定数 � で

取引額に比例するものと仮定する。

この方程式の導出の詳細は文献 ����������� を参照されたい。

この非線形方程式の解析はそのままではなかなか難しく� 非線形項を数学的に取り扱うために� 従来は解が凸�

あるいは下に凸という仮定の下に解析されてきた。しかしその様な解の存在を仮定するのは現実的ではないのは

明らかであろう。

我々は解の凹凸を仮定せずに �� �� �� に対する仮定の下に解の存在を示した。

定理 �� �� �� �� が条件 ��
�

������� � � を満たすならば� � � � のとき 指数オーダーで ����� � �� �� � ��

を満たす任意の滑らかな初期値 ����� �� �� に対して ����������������������� 方程式 ��� は � � � のとき

指数オーダーで ����� � �� �� � �� となる解を持つ�

注意 �� ����� � �� ならば � ��� �� � �� が解となる。

注意 �� � ��� �� � �� は定常解である。

本論文はこの方程式の解を数値的に求めて理論と比較して解析することが目的である。

�� 方程式の変換

����������������������� 方程式 を数値的に扱う際� 次の点が難しい。

�� 領域が無限領域である。
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�� 方程式の変換

����������������������� 方程式 を数値的に扱う際� 次の点が難しい。

�� 領域が無限領域である。

現実の実務家にとって取引費用の影響は重要な

もので無視する訳にはいかず，その効果を含めた

解析がいろいろ実行されてきた．

本論文では T. Hoggard，A. E. Whalley，P. Wil-

mottによって取引費用を考慮して Black-Schols

方程式を拡張して得られた Hoggard-Whalley-

Wilmott方程式を解析する．

ここで Sは原資産の価格，V (S, t)は Sに付随す

るオプションの価格であり，満期データV0(S)(－＞0)

は非負定数αに対して S→∞のとき指数的にV0(S)

－～αSを満たすものとする．

特に我々は，V0(0)＝V(0, t)＝0を仮定した場合

を扱うことにする．

定数 rとσはそれぞれ無リスク利子率（risk-free 

interest rate）と資産ヴォラティリティ（the asset 

volatility）を表し，δtは時間ステップを表す．

方程式（1）の右辺は取引費用の存在を考慮した

ことによって現れる項である．

ポートフォリオは単位時間δt毎に常に更新さ

れるものとする．このモデルにおいては取引費用

は比例定数κで取引額に比例するものと仮定する．
この方程式の導出の詳細は参考文献を参照され

たい．

この非線形方程式の解析はそのままではなかな

か難しく，非線形項を数学的に取り扱うために，

従来は解が凸，あるいは下に凸という仮定の下に

解析されてきた．しかしその様な解の存在を仮定

するのは現実的ではないのは明らかであろう．

我々は解の凹凸を仮定せずにκ，σ，δtに対す

る仮定の下に解の存在を示した．

定理1．κ，σ，δtが条件 2κ√
＿＿＿＿
2/σ2πδt＜1を満た

すならば，S→∞のとき指数オーダーでV0(S)－～αS

(α－＞0)を満たす任意の滑らかな初期値 V0(S)(－＞0)

に対してHoggard-Whalley-Wilmott方程式（1）は S

→∞のとき指数オーダーで V0(S)－～αS (α－＞0)とな

る解を持つ．

注意 1．V0(S)＝αSならば V(S, t)＝αSが解とな

る．

注意 2．V(S, t)＝βSは定常解である．

本論文はこの方程式の解を数値的に求めて理論

と比較して解析することが目的である．
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2．方程式の変換

Hoggard-Whalley-Wilmott方程式を数値的に扱

う際，次の点が難しい．

1． 領域が無限領域である．

2． 解が無限に大きな値に増大する．すなわち

非有界な解が出現する．

3． 非線形項絶対値の項がある．

この難点を克服するために次のような工夫を必

要とする．

1． 無限領域を変換して有界領域で解析する．

2． 非有界な解を有界な解に変換して扱う．

3． 非線形項が絶対値の項であるので，スキー

ムは時間に関して陽スキームで計算する．

さらにこの方程式の特徴を考慮して次の独立変

数の変換をほどこして扱う．

4． 時間に関して逆にたどる．すなわち変換

t －→T－ tを施して得られる次の方程式（2）を

扱う．

（2） 

�� 解が無限に大きな値に増大する。すなわち非有界な解が出現する。

�� 非線形項 絶対値の項がある。

この難点を克服するために次のような工夫を必要とする。

�� 無限領域を変換して有界領域で解析する。

�� 非有界な解を有界な解に変換して扱う。

�� 非線形項が絶対値の項であるので� スキームは時間に関して陽スキームで計算する。

さらに この方程式の特徴を考慮して次の独立変数の変換をほどこして扱う。

�� 時間に関して逆にたどる。すなわち 変換 � �� � � � を施して得られる次の方程式 ���を扱う。
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ここで
����� � �� ����� � �� ����� � �� ������������� �� � � � �

注意 ���� 方程式 ���と方程式 ���の解の間には � ��� �� � ����� � � �� の関係がある。

注意 ���� 放物型方程式を時間に関して逆に解くのは問題が適切でなくなる可能性が高いので� 一般には用いら

れない方法であるが� この方程式の場合は問題の本質からこのようにして逆問題を解かざるを得ない。
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ここで

V0(S)－＞0,   V0(0)＝0,

V0(S)－～αS   exponentially as   S→∞.

注意 1.1．方程式（1）と方程式（2）の解の間に

は V(S, t)＝V2(S,T－ t)の関係がある．

注意 1.2．放物型方程式を時間に関して逆に解

くのは問題が適切でなくなる可能性が高いので，

一般には用いられない方法であるが，この方程式

の場合は問題の本質からこのようにして逆問題を

解かざるを得ない．

更に方程式の理論解析で得られた結果

V(S, t)－～αS   exponentially as   S→∞
を考慮して次の変換を施す．

（BT1）   V3(S,τ)＝V2(S,τ)－αS.

（BT2）   V4(S,τ)＝1－
V2(S,τ)
α(ε＋S)

,   ε＞0.

注意 1.3．この変換によって得られた V3(S,τ)，
V2(S,τ)は共に有界な関数である．
注意 1.4．V3(S,τ)，V2(S,τ)はそれぞれ次の性質

をもつ．

V3(S,τ)－～ 0   exponentially as   S→∞,

V4(S,τ)－～O⎛⎝
1
S

⎛
⎝

 as   S→∞.

⎧
⎨
⎩
注意 1.5．V(S, t)(or V2(S,τ))の挙動は未知であ

るため解析には変換

V2(S,τ)＝ υ(S,τ)
1－υ2(S,τ)

が必要になる．

以上の変換によって得られた V3(S,τ)，V2(S,τ)
はそれぞれ次の方程式をの解となる．

（3） 
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�� 非線形項 絶対値の項がある。
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�� 解が無限に大きな値に増大する。すなわち非有界な解が出現する。

�� 非線形項 絶対値の項がある。

この難点を克服するために次のような工夫を必要とする。

�� 無限領域を変換して有界領域で解析する。

�� 非有界な解を有界な解に変換して扱う。

�� 非線形項が絶対値の項であるので� スキームは時間に関して陽スキームで計算する。

さらに この方程式の特徴を考慮して次の独立変数の変換をほどこして扱う。

�� 時間に関して逆にたどる。すなわち 変換 � �� � � � を施して得られる次の方程式 ���を扱う。
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注意 1.6．V3(S, t)－～ 0   exponentially as   S→∞.

注意 1.7．V2(S, t)＝V3(S, t)＋αS.

注意1.8．V0(S)＝αSならばV3(S,t)＝0（i.e. V2(S,t)

＝αS）が解となる．
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更に無限領域のままでは数値計算が出来ないので次の変換 �����を施して有界区間に変換して計算する。
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注意 1.9．V4(S, t)－～O⎛⎝
1
S

⎛
⎝

 as   S→∞.

注意 1.10．V2(S, t)＝α(ε＋S) (1－V4(S,τ))

注意 1.11．V0(S)＝αSならばV4(S, t)＝1－
S

ε＋S
.

（i.e. V2(S,,τ)＝αS）が解である．

更に無限領域のままでは数値計算が出来ないの

で次の変換（BT3）を施して有界区間に変換して

計算する．

（BT3）   S＝
x

1－x2
.

この変換 Sによって無限領域 (－∞,＋∞)は区
間 (－1,1)上に，0は 0に変換される．

注意 1.12．x＝
2S

1＋√
＿＿＿
1＋4S2

注意 1.13． 
dS
dx
＝

1＋ x2

(1－x2)2
,   

dx
dS
＝
(1－x2)2

1＋ x2

注意 1.14． 
∂

∂S
＝

dx
dS

∂
∂x
＝
(1－x2)2

1＋ x2

∂
∂x

 
∂2

∂S2
＝
(1－x2)2

1＋ x2

∂
∂x

⎧
⎨
⎩

(1－x2)2

1＋ x2

∂
∂x

⎫
⎬
⎭

  ＝
⎧
⎨
⎩

(1－x2)2

1＋ x2

⎫
⎬
⎭

2 ∂2

∂x2

     －2x(3＋ x2)
(1－x2)3

(1＋ x2)3
∂
∂x

3．問題

以上の変換によってはHoggard-Whalley-Wilmott

方程式（1）の数値解を求めるためには次の問題を

解けば良い．

問題 1（MHWW1: Modified HWW Problem 1.）

次の条件を満たすu3(x,τ)⎛⎝≡V3
⎛
⎝

x
1－x2

, τ ⎛
⎝
⎛
⎝

を求め

よ．

∂u3

∂τ＝
1
2
σ2

x2(1－x2)2

(1＋ x2)2
∂2u3

∂x2

 －κσ√
＿＿＿

2
πδt

x2(1－x2)
(1＋ x2)3│(1－x2)(1＋ x2)

∂2u3

∂x2

 －2x(3＋ x2)
∂2u3

∂x2│＋ x(1－x2)
(1＋ x2)3

{r(1＋ x2)2

 －σ2x2(3＋ x2)}
∂u3

∂x
－ ru3

in (x,τ)∈ (0,1)× (0,T )

u3(x,0)＝V0
⎛
⎝

x
1－x2

⎛
⎝

－α x
1－x2

   for   0＜ x＜1

u3(0,τ)＝0,   u3(1,τ)＝0   for   0≦τ＜T

注意．V0
⎛
⎝

x
1－x2

⎛
⎝

＝α x
1－x2

ならば u3(x,τ)＝0は

解である．

問題 2（MHWW2: Modified HWW Problem 2.）

ε＞0に対して次の条件を満たす

u4(x,τ)⎛⎝≡V4
⎛
⎝

x
1－x2

, τ ⎛
⎝
⎛
⎝

を求めよ．

∂u4

∂τ＝
1
2
σ2

x2(1－x2)2

(1＋ x2)2
∂2u4

∂x2
＋

x(1－x2)
(1＋ x2)

 
⎧
⎨
⎩
－σ2

x2(3＋ x2)
(1＋ x2)2

＋
σ2x

ε(1－x2)＋ x
＋ r
⎫
⎬
⎭

∂u4

∂x

 ＋κσ√
＿＿＿

2
πδt

x2(1－x2)
(1＋ x2)3│(1－x2)(1＋ x2)

∂2u4

∂x2

 ＋2
⎧
⎨
⎩

(1＋ x2)2

ε(1－x2)＋ x
－x(3＋ x2)

⎫
⎬
⎭

∂u4

∂x│
 －

rε(1－x2)

ε(1－x2)＋ x
u4＋

rε(1－x2)

ε(1－x2)＋ x

in (x,τ)∈ (0,1)× (0,T )

u4(x,0)＝1－

(1－x2)V0
⎛
⎝

x
1－x2

⎛
⎝

   for   0＜x＜1
 αε(1－x2)＋ x

u4(0,τ)＝ε,   u
─────

4(1,τ)＝0   for   0≦τ≦T
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注意．V0
⎛
⎝

x
1－x2

⎛
⎝

＝α x
1－x2

ならば u4(x,τ)＝

ε(1－x2)

ε(1－x2)＋ x
は解である．

4．数値シミュレーションの実行

数値シミュレーションは以下のパラメータと初

期値の下に実行した．

各
─────
定数の値

α＝1

σ＝1,   κ＝ 1
4

,   δt＝
2
π

 ⎛
⎝⇒

2κ
σ √

＿＿＿
2
πδt

＝
1
2
＜1 ⎛

⎝

r＝0.1

ε＝1   for   u4

初
─────
期値 V0(S)

（IC1） V0(S)＝S・tanh⎛⎝
S
2

⎛
⎝

   for u3, u4

（IC2） V0(S)＝
1
2
(S＋√

＿＿＿＿＿
(S－10)2＋4－√

＿＿
104 )

  for u4
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Numerical results for (MHWW1)

● V0(S)＝S・tanh⎛⎝
S

2

⎛
⎝

(－～ S exponentially as S→∞)

● Double precision
● Explicit Euler method in time ⊕ 2nd order FDM in space
● T＝50
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Numerical results for (MHWW1) ━ 2��������� ������� ��� ���������
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Numerical results for (MHWW2)

● V0(S)＝S・tanh⎛⎝
S

2

⎛
⎝

(－～ S exponentially as S→∞)

● Double precision
● Explicit Euler method in time ⊕ 2nd order FDM in space
● T＝50
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取引費用を伴うオプションの数値解析（中村）

Numerical results for (MHWW2) ━ 2��������� ������� ��� ����������
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取引費用を伴うオプションの数値解析（中村）

Numerical results for (MHWW2) ━ 3

● V0(S)＝ (S＋√
＿＿＿＿＿
(S－10)2＋4－√

＿＿
104 ) /2

● Double precision
● Explicit Euler method in time ⊕ 2nd order FDM in space
● T＝50
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取引費用を伴うオプションの数値解析（中村）

Numerical results for (MHWW2) ━ 3��������� ������� ��� ����������
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取引費用を伴うオプションの数値解析（中村）

Numerical results for (MHWW2) ━ 4
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�� 結論
取引費用を伴う ����������������������� 方程式の理論的な結果（定理の主張）を数値的に確認するための
数値シミュレーションを実行した。
１� 無限領域における非有界な解の近似計算を有界変換変換を施して得られた有界領域の有界な解をもつ非線形
熱方程式の逆問題として数値的に解いた。
�� 数値手法としては 倍精度� 陽的オイラー法を用いた。
�� 定理の主張を確実に裏付ける結果は得られなかった。これは非適切な可能性のある逆問題を数値的に解く際
の誤差の影響の可能性が高い。
�� � � � の場合の方程式 ������������� 方程式の解との比較する予定である。
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5．結論

取引費用を伴うHoggard-Whalley-Wilmott方程

式の理論的な結果（定理の主張）を数値的に確認

するための数値シミュレーションを実行した．

1． 無限領域における非有界な解の近似計算を有

界変換変換を施して得られた有界領域の有界な

解をもつ非線形熱方程式の逆問題として数値的

に解いた．

2． 数値手法としては倍精度，陽的オイラー法を

用いた．

3． 定理の主張を確実に裏付ける結果は得られな

かった．これは非適切な可能性のある逆問題を

数値的に解く際の誤差の影響の可能性が高い．

4． κ＝0の場合の方程式Black-Scholes方程式の

解との比較する予定である．
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