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ARCH型モデルによる規制緩和・規制強化による 
金融市場の構造変化の検証法

三　井　秀　俊

1．はじめに

金融デリバティブ（Financial Derivative）1)
の導

入，規制緩和，規制強化により現物市場（spot 
market）にどのような影響を与えるかを検証する

ことは，金融政策当局にとっては重要なことで

ある．ここで，金融デリバティブとは主に先物

（future）やオプション（option）のことを想定して

いる．先物・オプション取引に関しては，委託証

拠金・取引証拠金・更新値幅・更新時間の変更

やサーキット・ブレーカー制の導入など 2)
規制緩

和・規制強化の政策変更を行なうことが多い．最

近のアメリカの金融市場 3)
では，2002 年に個別

株式を対象とした「個別株先物取引」4)
が導入され，

また 2004 年には「ボラティリティ先物」・「バリア

ンス先物」も導入されている．一般的な見解とし

ては，先物やオプションは現物市場をより不安定

にする要因といわれることもある．しかしながら，

厳密に検証されているわけではない．本論文では，

特に，規制を行なった前後のある一定期間でのボ

ラティリティ（volatility）5)
の変動に注目する．

金融時系列分析では，モデルの特定化（model 
specification）・推定（estimation）・予測（forecast-
ing）などの時系列分析を行なう際には，以下

の stylized facts に焦点を当てることが多い．（i）
Fat tails：株価収益率の分布は正規分布（normal 
distribution）に比べると裾が厚い分布に従う，（ii）
Volatility clustering：ボラティリティが上昇（下

落）した後には高い（低い）ボラティリティの期間

が続く，（iii）Leverage effects：株価変動とボラ

ティリティとの間には負の相関関係がある，（iv）
Long memory：時系列データの自己相関の減少が

遅く，長期的に影響を及ぼす，である 6)
．そこで，

本論文では，金融時系列分析で頻繁に利用され，

上記の stylized facts に関してモデルの拡張が容易

に可能な ARCH 型モデルを用いて金融市場での

規制緩和・規制強化の影響を検証する方法のサー

ベイを行なう．

Engle（1982）はボラティリティの変動を明示的

に捉えるために，各時点のボラティリティを過

去の予期しないショックの 2 乗の線型関数とし

て定式化する ARCH（Autoregressive Conditional 
Heteroskedasticity）モデルを提案した． また，

Bollerslev（1986）はボラティリティの説明変数に

過去のボラティリティの値を加えて，GARCH
（Generalized ARCH）モデルと呼ばれるより一般

的なモデルに拡張している 7)
．また，株式市場に

は，株価収益率とボラティリティとの間の関係と

して，株価収益率が下落すると次期にはボラティ

リティは上昇し，株価収益率が上昇すると次期に

はボラティリティは下落するというある種の非

対称な動きがあることが知られている 8)
．この経

験的な事実に対処するために，Nelson（1991）は
EGARCH（Exponential GARCH）モデルを提案し

た．これら GARCH モデルと EGARCH モデルに

よる規制緩和・規制強化による構造変化の検証法

ついて解説を行なう．

本論文の以下の構成は次の通りである．第 2 節
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では，GARCH モデルと EGARCH モデルについ

て解説を行なう．第 3 節では，GARCH モデルと

EGARCH モデルモデルによる規制緩和・規制強

化による構造変化の検証法ついて説明を行なう．

最後の第 4 節では，まとめと今後の課題について

述べる．

2．GARCHモデル・EGARCHモデル

この節では以下の通りの解説を行なう．2．1 で

は Bollerslev（1986）の GARCH モデル，2．2 では

Nelson（1991）の EGARCH モデル，2．3 ではモデ

ルの誤差項の仮定，2．4 では収益率過程の定式化，

2．5 では実証研究を行なう上での次数選択に関し

て各々解説する．

2．1　GARCHモデル
t 時点の収益率を Rt とする．St を t 時点の原資

産価格とすると t 時点の原資産価格収益率 Rt は以

下のように定義される．

Rt =
St − St−1

St−1
. （1）

このとき，収益率 Rt の過程を以下のようにおく．

Rt = µ + �t, （2）

�t = σtzt, σt > 0, （3）

zt ∼ i.i.d., E[zt] = 0, V ar[zt] = 1. （4）

ここで，（33）式の定数項 µ は期待収益率，єt は誤

差項であり，収益率に自己相関は無いと仮定する．

i.i.d. は，過去と独立で同一な分布（independent 
and identically distributed）を表す．E[•] は期待値，

Var[•] は分散を各々表す．

GARCH（p，q）は，ボラティリティ σt
2 は，過去

の予測誤差の 2 乗と過去のボラティリティの線形

の関数として定式化されている．

σ2
t = ω +

p�
i=1

αi�
2
t−i +

q�
j=1

βjσ
2
t−j. （5）

ここで，ボラティリティの非負性を保証するた

めω，α，β＞ 0 であると仮定する 9)
．また，ボラ

ティリティの過程は定常性を保証するため α＋ β
＜ 1 であると仮定する．

多くの株式市場では月曜日にボラティリティが

他の曜日に比べて高くなる傾向がある 10)
ため，以

下の定式化によりこの曜日効果を考慮していると

いう特徴がある．このような場合には，曜日効果

を捉えるために以下のような GARCH-S（seasonal 
GARCH）を利用することができる．

σ2
t = nδ

t

⎡
⎣ω + n−δ

t−1

⎛
⎝

q�
i=1

αi�
2
t−i +

p�
j=1

βjσ
2
t−j

⎞
⎠

⎤
⎦ .

σ2
t = nδ

t

⎡
⎣ω + n−δ

t−1

⎛
⎝

q�
i=1

αi�
2
t−i +

p�
j=1

βjσ
2
t−j

⎞
⎠

⎤
⎦ .  （6）

ここで，Rt は収益率，nt は（t － 1）営業日と t 営
業日との間の「休業日数＋ 1」（t 営業日の何日前が

（t － 1）営業日となるかを示す），δは t 営業日で

のボラティリティのスピードを表す．例えば，「t
＝月曜日」で前営業日が金曜日ならば，nt ＝ 3 で

あり，ボラティリティは nt
δ
倍増加する．

2．2　EGARCHモデル
EGARCH（p，q）は，ボラティリティの対数値

を被説明変数としてパラメータの非負制約を取り

除き定式化されている．

ln(σ2
t ) = ω +

p�
i=1

αi {θ1zt−i + θ2(|zt−i| − E|zt−i|)} +
q�

j=1

βj ln(σ2
t−j).

ln(σ2
t ) = ω +

p�
i=1

αi {θ1zt−i + θ2(|zt−i| − E|zt−i|)} +
q�

j=1

βj ln(σ2
t−j).  （7）

ここで，θ1 ＜ 0 ならば，資産価格が上昇した日の

翌日よりも，資産価格が下落した日の翌日の方が

ボラティリティは上昇する．このモデルでは，ボ

ラティリティの対数値を被説明変数としているた

めω，αβ，θ1，θ2 に非負制約は必要としない．定常

性のため 0 ＜ β＜ 1 だけ仮定すればよい．
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2．3　誤差項の仮定
株式収益率の分布は，Mandelbrot [1963]，Fama  

[1965] で指摘されているように正規分布よりも裾

が厚い分布であることが知られている．そのため

GARCH モデルや EGARCH モデルの誤差項には，

正規分布以外の仮定をおく場合が多い．誤差項が

標準正規分布に従う場合，（4）式の zt は，

zt ∼ i.i.d.N (0, 1) (8) （8）

となり，t 分布（t-distribution）に従う場合には，

zt ∼ i.i.d.t (0, 1, ν) (9) （9）

となる．ここで，νは自由度（degree of freedom）

を表し，zt の分散は 1 に基準化されている．t 分
布の密度関数は以下のように与えられる．

f(zt) =
Γ (ν + 1/2)

(πν)
1
2 Γ (ν/2)

�
1 +

z2
t

ν

�− ν+1
2

, ν > 0.

f(zt) =
Γ (ν + 1/2)

(πν)
1
2 Γ (ν/2)

�
1 +

z2
t

ν

�− ν+1
2

, ν > 0.  （10）

ここで，Γ（•）はガンマ関数（gamma function）11)

である．また，νが大きくなると標準正規分布に

近似される．誤差項が GED に従う場合には，

zt ∼ GED(η) (11) （11）

となる．ここで，ηは裾の厚さを示すパラメータ

である．GED の密度関数は以下のように与えら

れる．

f(z) =
η exp

�−1
2

�� z
λ

��η�

λ2(1+ 1
η
)Γ (1/η)

, 0 < η ≤ ∞, （12）

λ =
1

2
1
η

�
Γ (1/η)
Γ (3/η)

.

η＝ 2 のとき z は標準正規分布に従う．η＜ 2 の

とき正規分布より裾が厚い分布に従い，η＞ 2 の

とき正規分布より裾が薄い分布に従う．

その他の誤差項の分布の仮定として，一般化

t 分布（Generalized t Distribution）が考えられる．

一般化 t 分布の密度関数は以下のように与えられ

る．

f(z) =
α

2Aβ
1
αB

�
1
α , β

� �
1 + |z|α

βAα

�β+1
α  

（13）� � �

αβ > 2, α > 2, β > 0

A ≡
�

Γ(β)Γ (1/α)
Γ (3/α) Γ (β − 2/α)

, B

�
1
α
, β

�
≡ Γ (1/α) Γ(β)

Γ (1/α+ β)

A ≡
�

Γ(β)Γ (1/α)
Γ (3/α) Γ (β − 2/α)

, B

�
1
α
, β

�
≡ Γ (1/α) Γ(β)

Γ (1/α+ β)

ここで，αは GED の u に対応し，βは t 分布の自

由度 νの ν / 2 に対応する．したがって，

β＝∞のとき GED
α＝ 2 のとき Student － t 分布

β＝∞，α＝ 2 のとき標準正規分布

となる．一般化 t 分布は，t 分布・GED・標準正

規分布を包含するため，どの分布が最もデータの

当てはまりが良いかの仮説検定を行うことができ

る．

2．4　収益率の定式化
2．1 で示したように最も簡潔な収益率の過程は

（2）式で表されるが，以下のように他にも考えら

れる．

Rt = µ+ ψRt−1 + �t. （14）

Rt = µ+ λσt + �t. （15）

Rt = µ+ ψRt−1 + λσt + �t. （16）

ここで，λはリスク・プレミアム（risk premium）12)

を表す．（14）式は 1 期前の収益率，（15）式はリ

スク・プレミアム，（16）式は 1 期前の収益率と

リスク・プレミアムを各々考慮したモデルとなっ

ている．
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2．5　 GARCH（1，1）モデルとEGARCH（1，1）
モデル

通常，GARCH モデルや EGARCH モデルの次

数選択は AIC（Akaike’s Information Criterion）と

SIC（Schwart’s Information Criterion）の 2 つの情

報量基準に基づいて選択すればよい．最尤法に

よってパラメータを推定した場合，AIC，SIC は

次のように計算される．

AIC = −2 lnL+ 2n （17）

SIC = −2 lnL+ n lnT  （18）

ln L は推定されたパラメータの下で評価した対数

尤度，n は推定されたパラメータの数，T は標本

数である．しかし，多くの実証研究において，ボ

ラティリティ変動過程の次数を多くしてもあまり

パフォーマンスは改善されないことが示されてい

る．GARCH（1，1）モデルと EGARCH モデルは

以下のように表される．

GARCH（1，1）：

σ2
t = ω + α1�

2
t−1 + β1σ

2
t−1. （19）

EGARCH（1，1）：

ln(σ2
t ) = ω + α1 {θ1zt−1 + θ2(|zt−1| − E|zt−1|)} + β1 ln(σ2

t−1).

ln(σ2
t ) = ω + α1 {θ1zt−1 + θ2(|zt−1| − E|zt−1|)} + β1 ln(σ2

t−1).  （20）

次 の 第 3 節 で は，GARCH（1，1）モ デ ル と

EGARCH モデルを用いた場合の構造変化の検証

について説明する．

3．構造変化の検証方法

3．1　GARCHモデルによる検証法
先物・オプション市場の規制緩和・強化により

現物市場に構造変化をもたらしたかどうかを分析

する方法について渡部（1999）を参考にして解説

する．ここでは，以下の GARCH（1，1）モデルを

考える．

Rt = µ+ ψRt−1 + �t, （21）

�t = σtzt, σt > 0, （22）

zt ∼ i.i.d.t(0,1, ν), （23）

σ2
t = ω + α�2t−1 + βσ2

t−1. （24）

ここで構造変化を調べるときには，t 期が規制強

化期のときには D0，緩和後のときには D1 のダ

ミー変数 Dt を使用すればよい．このとき上記の

GARCH（1，1）モデルは以下のように表される．

Rt = µ0 + µ1Dt + (ψ0 + ψ1Dt)Rt−1 + �t, （25）

�t = σtzt, σt > 0, （26）

zt ∼ i.i.d.t(0,1, ν0 + ν1Dt), （27）

σ2
t = ω0 + ω1Dt + (α0 + α1Dt)�2t−1 + (β0 + β1Dt)σ2

t−1.

σ2
t = ω0 + ω1Dt + (α0 + α1Dt)�2t−1 + (β0 + β1Dt)σ2

t−1.  （28）

このとき，規制強化期のパラメータは（µ0，ψ0，ν0，

ω0，α0，β0）であり，規制緩和期のパラメータは（µ0

＋µ1，ψ0＋ψ1，ν0＋ν1，ω0＋ω1，α0＋α1，β0＋β1）となる．

このとき（µ1，ψ1，ν1，ω1，α1，β1）が全て 0 であれば

構造変化はなかったことになる．

3．2　EGARCHモデルによる検証法
以下の EGARCH（1，1）モデルを考える．

Rt = µ+ ψRt−1 + �t, （29）

�t = σtzt, σt > 0, （30）

zt ∼ i.i.d.t(0,1, ν), （31）

ln(σ2
t ) = ω + α {θ1zt−1 + θ2(|zt−1| − E|zt−1|)} + β ln(σ2

t−1).ln(σ2
t ) = ω + α1 {θ1zt−1 + θ2(|zt−1| − E|zt−1|)} + β1 ln(σ2

t−1).

ln(σ2
t ) = ω + α {θ1zt−1 + θ2(|zt−1| − E|zt−1|)} + β ln(σ2

t−1).  （32）

ここで，3．1 と同様にダミー変数を導入すると，

EGARCH（1，1）モデルは以下のように表される．

Rt = µ0 + µ1Dt + (ψ0 + ψ1Dt)Rt−1 + �t, （33）
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�t = σtzt, σt > 0, （34）

zt ∼ i.i.d.t(0,1, ν0 + ν1Dt), （35）

ln(σ2
t ) = ω0 + ω1Dt

+ (α0 + α1Dt) {(θ01 + θ11Dt)zt−1 + (θ02 + θ12Dt)(|zt−1| − E|zt−1|)}

+ (α0 + α1Dt) {(θ01 + θ11Dt)zt−1 + (θ02 + θ12Dt)(|zt−1| − E|zt−1|)}

+ (β0 + β1Dt) ln(σ2
t−1). （36）

このとき，規制強化期のパラメータは（µ0，ψ0，ν0，

ω0，α0，θ01，θ02，β0）であり，規制緩和期のパラメー

タ は（µ0＋µ1，ψ0＋ψ1，ν0＋ν1，ω0＋ω1，α0＋α1，θ01＋

θ11，θ02＋θ12，β0＋β1）となる．このとき GARCH モ

デルの場合と同様に（µ1，ψ1，ν1，ω1，α1，θ1，θ2，β1）が

全て 0 であれば構造変化はなかったことになる．

3．3　推定と検定
GARCH モ デ ル や EGARCH モ デ ル の 推 定

を行なう際には， 最尤法（maximum likelihood 
method）や疑似最尤法（quasi-maximum likelihood 
method）を利用すればよい．最近では PcGive 13)

のなどの統計・時系列分析ソフトにより容易に

推定を行なえるようになっている．特に，ARCH
型モデルの推定には G@RCH 14)

を利用すること

ができる．

構造変化がなかったかどうかの検定は，

GARCH モデルと EGARCH モデルの各々の場合

に，以下の帰無仮説 H0 に関して尤度比検定を行

なえばよい．

H0 : µ1 = ψ1 = ν1 = ω1 = α1 = β1 = 0 (37) （37）

H0 : µ1 = ψ1 = ν1 = ω1 = α1 = θ1 = θ2 = β1 = 0 (38)

H0 : µ1 = ψ1 = ν1 = ω1 = α1 = θ1 = θ2 = β1 = 0 (38) （38）

帰無仮説 H0 が棄却された場合には，各々のパラ

メータの有意性を t 検定で調べてどのパラメータ

が変化しているか検証すればよい．

帰無仮説 H0 の制約下で推定を行なったときの

尤度を L0，制約なしの下で推定を行なった場合

の尤度を L1 とする．尤度比検定は，

2(lnL0 − lnL1) (39) （39）

が漸近的に帰無仮説 H0 の下で制約されるパラ

メータ数が χ2 分布に従うことを用いて検定統計

量として利用する．

4．まとめと今後の課題

本論文は，ARCH 型モデルを用いて金融市場

での規制緩和・規制強化の影響を検証する方法の

サーベイを行なったものである．ここでは，代

表的な ARCH 型モデルである GARCH モデルと

EGARCH モデルに関して解説を行なったが，他

の ARCH 型 15)
モデルを利用しても同様の検証は

可能である．規制緩和・規制強化の後の政策的評

価を詳細に実証的検証を行なうことは重要である

と思われる．アメリカの金融市場において，デリ

バティブ 16)
の導入・規制が現物市場を不安定にし

ているかどうかを ARCH 型モデルで実証研究を

行なっているものとして，John, Gleb and Charles
（2001），Darrat, Rahman and Zhong（2002）などが

ある．特に，証券市場での先物・オプション取引

は現物市場を攪乱させる原因であるなど感情的な

見解 17)
も多々見受けられるので，今後，多くの

実証研究がなされることが期待される．

（日本大学経済学部准教授）

注
 1） 一般的に，先渡・先物・オプション・スワップを

指す．株式市場・債券市場・外国為替市場で導入

されている．

 2） 詳しくは，大村・宇野・川北・俊野（1998）を参照．

 3） 財団法人日本証券経済研究所［編］（2005）を参照．

 4） 詳しくは，吉川（2006）を参照．

 5） ボラティリティは資産収益率の分散（variance）あ

るいは標準偏差（standard deviation）により定義さ

れ，ファイナンス理論では危険資産（株式など将
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来の収益が不確定な資産）のリスクの指標として

用いられる．

 6） 詳しくは，Shephard（1996），Campbell, Lo and 

Mackinlay（1997）を参照．

 7） ARCH 型モデルに関して，統計的性質・方法に

ついては，Bollerslev, Chou and Kroner（1992），

Bera and Higgins（1993），Bollerslev, Engle and 

Nelson（1994），Taylor（1994），Shephard（1996），

渡部（2000），Hol（2003）を参照．

 8） 株式市場ではレバレッジ・エフェクト（leverage 

effcts）と呼ばれる．特に，株式市場では，“good 

news”よりも“bad news”の方により反応する傾向

がある．詳しくは，Black（1976），Nelson （1991），

Bekaert and Wu（2000）を参照．

 9） GARCH（1，1）の場合には，非負制約は必要十分

条件となる．但し，高次の GARCH（p，q）の場合

にはパラメータの非負制約を緩めることができる．

詳しくは，Nelson and Cao（1992）を参照．

10） 詳しくは，French and Roll（1986），Nelson（1991）

を参照．

11） ガンマ関数は以下のように定義される．

 Γ(z) =
� ∞

0

xz−1e−xdx, for z > 0

 また，ガンマ関数は以下のような性質を持つ．

 1．Γ（z＋1）＝ z Γ（z）

 2．Γ（z＋1）＝ z !

 3．Γ（1 /2）＝ √ π̄

 4．log Γ（z）＝  log（2π）/ 2 ＋（z －1 /2）log z － z 

＋ θ / 12 z，θ∈（0，1）

12） 危険資産の期待収益率と安全資産収益率との差を

リスク・プレミアムと呼ぶ．

13） 詳しくは，Doornik and Hendry（2001），Doornik

（2006），ヘンドリー・ドーニック（2006）を参照．

14） 詳しくは，Laurent and Peters（2002），Laurent and  

Peters（2006）を参照．

15） 例えば，PNPGARCH モデル（Partial Non-Para-

metric GARCH），NGARCH モ デ ル（Nonlinear 

asymmetric GARCH），AGARCH モデル（Asym-

metric GARCH），VGARCH モデルなどである．

16） 詳しくは，高橋（1992，2002）を参照．

17） 1990 年代には，我が国でも「先物悪玉説」などと

いう見解が存在した．
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