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「ハミルトニアン・モンテカルロ法を 
用いた安定分布のベイズ推定」

 日本大学経済学部　　戸塚　英臣

（資料2　左）　そもそもハミルトニアン・モンテ
カルロ法とはどんな話か，安定分布がどんな分布
なのか，話さなければいけないのかもしれませ
ん．皆さん，正規分布とかt分布とかγ分布とか
いろいろな分布をご存知だと思うんですが，その
中でも安定分布というのは，確率変数X1，X2，定
数a1，a2，これの線型結合を考えた場合に，それ
がもとの確率分布に従う確率変数Xと定数a，bの
このような一次関数で表されるようなかたちの性
質を持っている分布のことを言います．t分布だ
とか指数分布，幾何分布，このあたりは再生性を
示さないので多分安定分布にはならないかと思い
ますが，正規分布とかγ分布とか，われわれが通
常使っている確率分布はほとんど安定分布に属す
ると思います．
（資料2　右の図）　この安定分布は特性関数を
フーリエ変換というかフーリエ積分したもので表
されておりまして，特性関数がちょっと複雑なこ
んなかたちをしております．大事なのは4つのパ
ラメーターで特徴づけられる分布でありまして，
その4つのパラメーターで特徴づけられる特性関
数をフーリエ積分することによって得られるのが
安定分布の確率密度関数になっております．この
安定分布の確率密度関数はフーリエ積分で表され
ておりますので，一般的には閉じたかたちで表す
ことができない関数となっております．

4つのパラメーターはα，β，γ，δとありま
して，αは形を特徴づけている特性指数と言われ
ていて，これが一番大事なパラメーターです．下
のグラフでαが0よりも大きくて2以下の値をとる
パラメーターですが，赤がαが0.5の場合で，α
の値を0.5から2に近づけていくと徐々に正規分布
に近づいていきます．ですから，αの値が2に近
ければこの分布は正規分布に近い．2から離れる
に従って徐々にすそが厚い，尖った分布になって
いくというパラメーターです．βは歪度を表す指
数ですので，歪みを表すパラメーターになってい
ます．γは尺度母数と言われていて，許容偏差
（？）のようなものに対応します．δは位置母数

ですので，平均値に対応する値になっていて，大
事なのはαとβの値がどうなるか．αによって分
布の形状が決まってきます．βによって，プラス
側に歪んでいるのかマイナス側に歪んでいるの
か，ということを表します．
この安定分布は特別な場合がありまして，α2，

β0の場合がガウス分布，α1，β0の場合がロー
レンツ分布，α0.5の場合がLevy分布と言われる
分布になっております．ただし，全てβが0の場
合なのでかなり特殊な場合なんですけれども，こ
の安定分布はいろいろな分布を内包している，広
く一般的に使える分布になっています．
（資料3）この分布を使って何がされているか，
ここからはぜひ皆さんに教えていただきたい部分
ですが，これはNatureに載った論文で，アメリカ
のS＆P500の1分間隔のデータを用いて収益率の
分布を調べたもので，ちょっと古いんですが，
1995年に出ております．
ちょっと補正されているんですが，この分布の

形がちょうど先ほどの安定分布がフィットして，
α＝1.4という値が導かれるという話です．とこ
ろが，かなり疑問な部分がありまして，形に合わ
せている．つまり，本来ならば収益分布なので確
率変数の分布なのにもかかわらず，最尤推定法だ
とか何かの推定法をしたのではなくて，ある変換
則に対して不変になるということから，先ほどの
安定分布でβ＝0の場合には中のスケール変換に
対して不変だという性質が導かれていて，そのス
ケール変換に対して不変だということから，もと
もと1分間隔のデータなんですが，1分の場合，5
分の場合，10分の場合としてサンプリングレート
を変えてヒストグラムを描いていったときに，同
じようなグラフになる．それと安定分布のスケー
ル変換に対する不変性というこの2つのことから
αの特性指数の値を推定しているという推定方法
なんですが，「いやいや，ちょっと待って．それは
単にパラメーターフィッティングするわけじゃな
いの？」というのが，そもそもぼくの疑問点です．
もともとは収益率分布なので関数変数の話なは

ずなのに，単にヒストグラムの形に関数の形を
フィッティングさせてパラメーターを推定してい
るというやり方にしかぼくには思えない．これで
ちゃんと推定しましたという論文がnatureに出て
いるので，「えっ？　ほんとにこんなことやって
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いいのかな」というのが，そもそもぼくの疑問点
でした．
（資料4　左の図）　これは実は物理の世界ではか
なり行なわれている手法で，先ほどのS＆P500を
1分間隔，3分間隔，10分間隔，32分間隔と時間間
隔を変えていってもーーこれはスケール変換して
いるので，同じグラフではないんですが，ある一
定の同じ時間で変換をしているとちゃんと同じよ
うな分布に従うという結果ですので，同じような
かたちになっている．ここからαが大体1.4ぐら
いになるだろうという推定をしている．
（資料4　右の図）　同じことを東京証券取引所の
100銘柄についても行われています．ただし，こ
ちらはアローヘッドが導入された後のデータを
使っているので，一番短いのだと0コンマ何秒の
データがあるんですが，さすがにそこまでは使っ
ていなくて，5秒間隔，15秒間隔，30秒間隔で，
それぞれ時間を合わせてヒストグラムを描くと，
同じようにちゃんと1つのグラフ上に載ってくる．
同じように先ほどの安定分布の特性指数の値を推
定すると大体1.4ぐらいになるだろうということ
で，S＆P500でも特定指数の値は1.4，東京証券取
引所に上場されている100銘柄について全部調べ
てみても1.4ぐらいの値が出る，というのがこれ
までの先行研究でした．
ただし，先ほども言いましたように，これでパ
ラメーター推定と言ってよいのか．本来確率変数
の分布であるはずなのに，分布関数の形で関数を
フィッティングして，それってほんとにパラメー
ター推定したことになるのかなというのが，そも
そもこの研究を始めるぼくのモチベーションとい
うか疑問点でした．
統計を専門にやられている先生からすると，

「物理ってこんないい加減なことしてるの？」と
思われるかもしれないんですが，意外と物理は何
かの変換に対して普遍というのが大好きで，今回
も「時間スケールの変換に対してデータが普遍
だ．そしたらそれを表す分布関数も普遍な関数
だ」というユニバーサリティーという考え方が物
理学者は大好きなので，物理に片足突っ込んでい
る人間とすると，まあまあそれはそれで面白いな
と思うんですけど，統計的な考え方からすると，
これってまずいんじゃない？というのがかなりあ
ります．

（資料5）　これはかなり高頻度のデータで1分間
隔とか5秒間隔とかいう間隔ですが，これをもう
少し時間間隔を延ばして日次のデータにしてみる
と，こんな感じです．この特徴とすると，首が細
いNarrow-neck, Fat-tailで経済物理屋さんが大好き
な形をしているんですが，これが日経平均株価の
日次収益率，こちらがS＆P500の日次収益率で，
2014年から2019年のデータです．日次のデータな
ので時間スケールとしてはかなり長いスケールで
すが，それでもやはり同じような特性を持ってい
ます．ですので，日次データでも高頻度データで
も同様な特徴を示すのだなあということは分かる
んですが，推定方法としてほんとにスケール変換
から求めていいのというところがあったので，で
はもうちょっとちゃんと推定してみましょう，と
いうのが今回のモチベーションです．
（資料6）　推定方法は，先ほどのスケール変換で
やっているんですが，それ以外に，エルゴード性
といって時間平均と位相平均を等しく置いたよう
な仮定を入れて導く方法だとか，ベイズ推定も行
なわれています．先ほどの特性関数をポアソン級
数展開して推定する補法や非線形ポピュレーショ
ンモンテかる法などいろいろなやり方がされてい
るんですが，高頻度データをやろうとするとベイ
ズ推定は難しいのであまりやられていない．日次
だったらできるのかなあと思ったんですが，日次
収益率のような高頻度とは言えない低頻度データ
を使って安定分布の推定というのはあまり行なわ
れていない．最終的には高頻度のデータをやりた
いんですが，いきなり高頻度のデータを取り扱う
といってもデータ量が莫大なのでフーリエ積分す
るときに時間がかなりかかると思いますので，ま
ずはとっかかりとして，日次収益率ぐらいのデー
タ数で安定分布の分布がちゃんと求められるの
か，そこをターゲットに研究をしてみようと思っ
ています．
（資料7）　今回の研究の目的ですが，先行研究と
の比較として，株価指数の本当は高頻度データを
使いたいんですが，データ数が莫大なのですぐは
できない．日次収益率だと5年分で1200個ぐらい
のデータですから，これだったら積分できそうな
のでこれを用いて，ハミルトニアン・モンテカル
ロ法を使ってMCMCでベイズ推定を行なうとい
うことをやってみました．
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その場合，特性指数が大体どれぐらいの値が出
てくるのか調べたいというのがまず最初の目的で
す．もう1つ，せっかく安定分布のベイズ推定す
るのだから，それ以外に歪みがある正規分布だと
か歪みがあるt分布なども同じハミルトニアン・
モンテカルロ法を使って推定してみて，周辺尤度
を使ってどの分布関数が一番当てはまりがよいの
か調べてみようというのが，この研究の2つ目の
目的です．
（資料8）　推定方法ですが，ハミルトニアン・モ
ンテカルロ法はもともと物理学のほうで使われた
MCMCの方法で，説明するとかなり時間がかか
るので，やり方を簡単に言うと，運動方程式を立
てて，運動方程式の中の運動量と位置という2つ
の量があって，位置の部分を推定したよいモデル
のパラメーターにします．それに仮想的な運動量
を仮定して，その2つから運動方程式をつくり，
その運動方程式でパラメーターを変更していく．
その後，メトロポリス法を使って，変更したパラ
メーターを採択するのか採択しないのか判定しな
がらパラメーター更新をしていく．基本はベイズ
推定ですが，その推定するときの方法が運動方程
式を使ってパラメーターを更新していく．更新さ
れたパラメーターを採択するかどうかはメトロポ
リス法で判定する．物理屋さんはハミルトニア
ン・モンテカルロと言いますが，ほかにハイブ
リッド・モンテカルロと言われている方法も同じ
ようなやり方です．
推定条件ですが，ベイズ推定ですので必ず事前
分布があるんですが，あまり偏った分布を仮定し
たくなかったので，無情報事前分布にしてありま
す．バーインの回数は1000回ぐらい．確率標本の
ほうが1万回ぐらい発生させて，それをチェーン
数3つぐらい走らせました．間幾つ抜くかですが，
依存性が現れてしまうので2つに1回ぐらいデータ
を取っていますので，1万回サンプリングして，
その中の半分ずつ取っていますので，1万回サン
プリングしてその中から半分の大体5000回ぐらい
サンプリングしたことになります．3つのチェー
ンがあって，5000回を3回ずつですので，5000個，
5000個，5000個ぐらいのデータで判定しました．
後でお見せしますが，確率標本の時系列プロッ
トによる目視による収束判定．それからGelman-
Rubinの統計量と言われる量がありますので，これ

が1に近ければ収束しているだろうという判定基
準になりますので，その2つを使ってMCMCのサ
ンプリングが収束しているかどうか判定しました．
もう1つ，フーリエ積分しなければいけないの
で，ここが一番肝なんですが，二重指数関数型数
値積分公式という京都大学の大村先生がつくられ
たフォーマリズムを使って，なるべく高速かつ高
精度に積分できるようにしようという方法です．
通常数値計算するとかなり重いので，このあたり
少し計算時間を短縮してあげようというので，こ
の方法を導入してあります．
（資料9）　データですが，2015年1月から2019年
12月で，コロナの時期は除いてあります．データ
数は今回，日本の株価指数である日経平均株価と
アメリカのS＆P500．先行研究で使われていた同
じ銘柄になりますので，そのデータをターゲット
にやってみた．これがそれぞれのヒストグラムに
なっています．
（資料10）　推定の結果ですが，4つのパラメー
ターがありましたので，それぞれ日経平均株価の
αとβとγとδ，こちらがS＆P500です．見ていた
だくと，上が標本自己相関になっていまして，過
去のデータに相関がないので，まあまあよいサン
プリングができている気がいたします．真ん中が
標本経路で，ちゃんとぐじゃぐじゃっとなってい
ますので，依存性が表われていない．これが上に
行ったり下に行ったりじぐざぐになったりすると
乱数の発生としてはよくないと思いますので，ど
ちらも，どのパラメーターも，それなりによい推
定がされているかなと思います．一番下が事後確
率密度になっておりまして，それなりにちゃんと
分布らしい形の分布になっていますので，安定分
布のパラメーターとしてはちゃんと推定がうまく
いっているのかなあという結果になっております．
（資料11）　各パラメーターの推定結果ですが，
上が日経株価で，事後平均と標準偏差，95％信用
区間，Gelman-Rubin統計量と，非効率性因子とい
うのは何回に1回サンプリングすればよいかとい
う話で，この値が小さければ小さいほど効率よく
MCMCが動いているということになりますが，1
桁ですので，この方法だと効率よくサンプリング
ができているという話になります．
αの値が日経平均株価では1.593，S＆P500でも

1.531なので，1.4までは行かない．95％信用区間
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を見ていただいても，日経平均株価は1.492から
1.692，S＆P500も1.409から1.65で，ぎりぎり1.4
に入るか入らないかぐらいの値で，まあこんなも
のなのかなという結果になっており，そこそこよ
い推定結果かなという気がいたします．
歪み度ですが，βを見ていただくと，日経平均
株価は95％信用区間が0.025から0.444なのでプラ
ス側ですので，日経平均株価は歪みがある分布だ
ということが分かります．一方，S＆P500のほう
は－0.079から0.308で，マイナスとプラスを含ん
でいる．どちらも0を中に含んでいる信用区間で
すので歪みはないのかなということが，この推定
結果から分かります．
（資料12）　せっかくベイズ推定を用いた安定分
布の推定ができたので，もう少しこの方法を安定
分布だけではなくて歪みがある正規分布と歪みが
あるt分布に拡張して，どの分布が一番，日経平
均株価とかS＆P500のあてはまりがよいのか調べ
てみました．
（資料13）　歪んだ正規分布と歪んだt分布がある
んですが，こちらが歪んだ正規分布の確率密度分
布，後ろが累積密度分布になっています．中が，
ωが標準偏差，δが平均に対応する量・期待値，
λが歪みを表すパラメーターになっています．
ちょっと意味合いが違ったので安定分布と同じ名
前をつけなかったんですが，ζとωとλという3
つのパラメーターになっています．歪んだt分布
のほうは，ωとζ，こっちが確率密度分布，こっ
ちが累積密度分布になっていまして，t分布です
のでこの中に自由度のνが入っているところが違
います．このあたりはちょっと複雑な係数がか
かっていて，歪んだ分布はいろいろあるんです
が，今回はAzzaliniがつくった関数についてパラ
メーター推定をしてみました．
（資料14）　これが日経平均株価の歪んだ正規分
布と歪んだt分布の推定結果です．見ていただく
と，歪んだ正規分布はあてはまりがあまりよくな
い．どちらかと言うと歪んだt分布のほうがあて
はまりがよい結果なのでこちらだけ見ていただく
と，歪んではおります．正規分布のほうは－0.620
から－0.036が95％信用区間になっていますので，
ちゃんと歪んでいます．自由度は3前後になって
います．（資料15）S＆P500の場合には歪んでい
ないので，このあたりは安定分布と整合性がとれ

た結果になっています．
（資料16）　最後に，ではどの分布が一番あては
まりがよいかということで，周辺尤度という値を
それぞれ求めて，それを比較することで，この値
が一番大きい値を持っている分布が当てはまりが
よいという結論になります．日経平均株価とS＆
P500で比較していただくと，こちらの表になっ
ていまして，安定分布，歪んだ正規分布，歪んだ
t分布で，赤で示したんですが，日経平均株価もS
＆P500もどちらも歪んだt分布が一番あてはまり
がよいという結果になっています．
事後平均を使ってグラフを描いたものがこれ

で，ちょっと見づらくて申しわけないんですが，
緑が歪んだt分布，赤が安定分布で，このあたり
は形が似ているんですが，トップの部分が歪んだ
t分布のほうがなんとなくヒストグラムを表して
いるんだろうなという感じがします．こちらがS
＆P500のほうですが，こちらもこのあたりの形
は安定分布よりも歪んだt分布がいいのかな．で
すので，歪んだt分布を推定するプログラムを頑
張ってつくって，その後，歪んだt分布と歪んだ
正規分布もつくってみたんですが，べつに歪んだ
t分布で十分なのかなというのが今回の研究の結
果です．
（資料17）　まとめますと，ハミルトニアン・モ
ンテカルロ法を使ってMCMCの1種類の株価指数
の日次収益率を用いた安定分布のベイズ推定を行
なってみました．本研究の安定分布の推定結果が
1.53と1.59という値なんですが，先行研究では1.4
だったので，若干大きい値になるかな．ただ，高
頻度データで1分間隔ぐらいのデータが本当はや
りたいんですけれども，そこまでのデータではな
かったので，そのあたりで差が出たのかなという
気はいたします．
モデル選択ですが，歪んだ正規分布と歪んだt

分布と安定分布で，それぞれ日経平均株価とS＆
P500の推定をしてみたんですが，結果とすると
歪んだt分布が一番あてはまりがよいという，ま
あ妥当かなという結果になりました．
今後の課題ですが，やってみたいのは高頻度

データです．プログラムがりがりにすれば動かな
いこともないかなというのはあるんですけど，ま
あやってみたいなと思います．
簡単ではありますが，以上です．
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「経時測定データを用いた 
多元分割表に関する対称性のモデル」

 日本大学経済学部　　生亀　清貴

今回，経時測定データということで株価データ
を用いているんですが，私は経済出身ではなく
て，こちらに来るまでは経済というものにほとん
ど触れてこなかった人間ですので，経済の専門家
の方からするとあまりなじみのない話になってし
まうかもしれません．そのへんに関してはいろい
ろコメントやご意見をいただければと思っており
ます．
本日の内容ですが，研究背景を話しまして，株
価データ解析について少しお話しをします．それ
に対してモデル提案をして，実データ解析，そし
て最後にまとめと今後の課題という流れでいきた
いと思っています．
私はもともと正方分割表というものを長く研究
しておりまして，表1が代表的なデータで，イギ
リス人女性の左右の裸眼視力データを表したもの
です．右目の視力が4段階，左目の視力が同様に4
段階ありまして，7477人からとったデータで，た
とえば「右目の視力がよくて，左目の視力がよい」
人は1520人というデータになっております．
こういったデータに対して多くの人は独立性と
いうものに関心があります．初等の統計学の教育
でも，適合度検定において独立性の検定というも
のがよく言われておりまして，こういった分割表
に対しては独立性というものに通常興味があるわ
けです．
ただし，この表1のデータのように行分類と列
分類が同じ分類である場合，たとえば主対角線の
「右目もよい，左目もよい」とか「右目がややよ
くて，左目もややよい」といった人たちが通常多
くなるわけです．視力を考えたときに，基本的に
は主対角線付近に多くの観測値が集中して，逆に
「右目はよいのに，左目が悪い」とか「右目が悪
いのに，左目がよい」とかいうがちゃ目の人はあ
まり多くはない．こういった同じ分類から成る分
割表においては当然，行と列に相関があるわけ
で，独立性というものは成り立たない．
こういったときには対称性に関心があって，右
目と左目の視力にどういった関連性があるか，ど

ういった対称構造があるかということに興味が移
るわけです．二元分割表，R×R分割表に対して，
行変数をX，列変数をYと置きまして，ijセル確率
をpijと置いたとします．これは分割表の対称性
に関する研究の一番最初のお話ですが，1948年に
Bowkerという人が対称性の検定をまとめた論文
で，pij＝pjiというかたちで「対称モデル」を提
示しております．右下の表で言いますと，p12と
いうセル確率とp21という確率構造が等しく，p13

とp31が等しい．p14とp41が等しい．ほかも対称的
な部分は確率が等しいという構造になっておりま
す．ここを一番最初として，さまざまな対称性に
関するモデルがこれまで提案されてきました．
先ほどのは二次元の分割表ですが，多次元の分

割表を考えることもできて，表2は三元の分割表
になります．これは2003年の広島，東京，札幌に
おける毎日の気温をまとめたデータです．各変数
が3つのカテゴリーに分かれておりまして，1が平
年よりも低い，2が平年並，3が高いとなっており
ます．本来ですと3×3×3のキューブ型の表にな
るんですが，これをうまく二次元で表した形に
なっております．たとえば，東京も広島も札幌も，
3地点全てが平年より低かったのは365日中37日間
あったことを示しております．この27マスの数値
を合計すると1年の日数，つまり365になるという
データになっております．こういったかたちで3
つの変数が全て同じ分類で，さらに「低い」「平
年並」「高い」のように順序のある三元分割表と
いうものが通常得られます．
こういった多元分割表に関しても対称性に関す

るモデルが提案されております．今回は話をシン
プルにするためにとりあえず三元でお話を進めて
いくんですが，確率変数をX，Y，Zと置いて，
ijkセル確率をpijkととります．この多元の対称モ
デルは1990年ですから30年ぐらい前のお話です
が，ijkを全て並べ替えた6パターン，その確率が
等しいというのが「対称モデル」となっています．
下の表で言いますと，たとえば赤で囲った6つの
部分の確率が全て等しいという構造を示しており
ます．省略していますが，ほかの部分に関しても
同様の同等性が成り立つ．それが三元分割表にお
ける対称モデルの定義になっております．
多元分割表に関して対称性のモデルは最近でも

いろいろ提案されていて，たとえば表2において
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対称モデルが成り立ったときには次のような解釈
が得られます．東京，札幌，広島の3地点あって，
「気温が低い」「並」「高い」という確率を全て並
べ替えた確率が全て等しいという解釈が得られま
す．
これは解釈の1つですが，こういった解釈が得

られたときに私が常々感じているのは，多元分割
表に関する対称性のモデルというのは数学的には
二元正方分割表の自然な拡張であるんですけれど
も，モデルの解釈を考えたときに，ちょっと理解
がしにくい．ピンと来ないと言いますか，数学に
特化した人が考えたねというモデルになっており
まして，そこがちょっと問題点かなと常々考えて
いました．
今回，経済学部に来てから研究を進めていたん
ですけれども，多元分割表に関して解釈が容易な
対称性に関するモデルを提案したいというのが最
初のモチベーションです．経済学部に来たという
ことで，株価のような経時測定データに適用し
て，それに対して何か有用で分かりやすい解釈を
得たい．この2つのモチベーションがあったので，
今回こういう研究を進めることになりました．
では株価という経時測定データから分割表をど
うやって作成したか，少しお話ししたいと思いま
す．ある企業のあるひと月に注目して，そこから
3カ月間さかのぼって週ごとの終わり値を13週間
にわたってプロットすることを考えます．それが
この赤い直線で，13個の折れ線グラフになってい
ると考えてください．
その3か月の中で一番高かったところを最高値，
一番低かったところを最低値と考えます．その幅
を3等分して，上側を「高い」，真ん中を「普通」，
下側を「低い」と解釈することにします．この注
目したひと月において4週間あるわけですが，そ
の週ごとの終わり値をX1，X2，X3，X4と置きます．
この企業に関しては1から4にかけて「低い」「低
い」「普通」「普通」と推移していると考えられま
すので，X1は3（低い），X2も3（低い），X3は2（普
通），X4も2（普通）ということで，1つの企業か
らこういう4つの値をとることを考えます．
こういった処理を東証1部上場企業全てに対し
て行ないました．今回は2016年8月のデータを用
いましたので，そのときに該当した企業は全部で
2009社ありました．それを，4元の表ですが，3×

3×3×3の表を無理やり二次元で表した表になっ
ていて，X1，X2，X3，X4ということで81マスのデー
タになっております．
先ほどの3，3，2，2という企業であれば，ここ

の7という部分に1つカウントされることになりま
す．これを2009社に対して行なったので，セルの
総和を足すと2009になることになります．今回は
こういった分割表を対象としてモデルを提案して
いこうと思います．
モデルの提案に移る前に少し記法を示したいと

思います．今回は3×3×3×3というかなり限定さ
れた状況ですけれども，まずは少し小さめの表で
考えておきます．X1からX4まで考えて，ijklのセ
ル確率をpijklと置きますので，p1111からp3333まであ
るという状況です．
これからモデルを7つ考えるんですけれども，

順番に紹介しておきたいと思います．まずはモデ
ルM1で，これはijklという確率とそれを時間の推
移に対して入れ換えたlkjiという確率と等しいよ
ということを表すモデルです．

ijklに関しては必ず単調に増加するというもの
がありまして，最終的にiよりもlのほうが大きい
ということなので，どこかで不等号が成り立って
いるという状況です．たとえばこの左側の1，1，1，
2（高い，高い，高い，普通）という確率と，2，1，
1，1（普通，高い，高い，高い）という確率が等
しいという構造を表しております．ほかにも，1，
1，1，3と3，1，1，1のように対応する部分が赤
と青で1つずつあって，その部分の確率が全て等
しいということになります．それ以外の何も色が
ついていない部分に関しては何の制約も課してい
ないので飽和モデルということになります．

ijklというふうに単調に増加するあるいは単調
に減少するものは変わらないんですけれども，i
とlの絶対値を考えて，絶対値が同じものは1つに
まとめてしまおうという，少し制約を緩くしたモ
デルになります．たとえばこの赤い部分は最終的
には1から2で1つ上がっています．こちらも1つ上
がっていますので，6個の赤い部分は全て足し合
わせてしまって，それが2から1に1つ下がってい
る青い部分の合計と等しいという構造です．

1が2の部分もあって，1，1，1，3のようにiとl
で2つ変わっている．こちらもです．6個のオレン
ジのセル確率の和が黄緑の6個の和と等しいとい
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う構造になっておりますので，少し制約を緩めて
グループ化して，その同等性を述べたモデルにな
ります．
モデルM3はさらにグループ化を緩くして，赤
い部分は全て同じグループにしてしまおう，青い
部分も同じグループで考えてしまおうという，1
本の制約式になります．
もう少し制約の範囲を増やしたものが，同じよ
うにijklとlkjiが等しいんですけれども，条件はiよ
りもlのほうが大きいということなので，たとえ
ば1，3，1，2のように，一回下がってまた上がっ
たりするものも，最終的に1から2に増加していれ
ばよい．これに対して2，1，3，1が等しいので，
赤で囲った部分にはそれぞれ青で囲った部分どれ
かに対応して，その1つ1つのセル確率が等しいと
いう構造になっています．こちらに関してもグ
ループで分けて，絶対値が1の赤いグループと青
いグループの合計が等しいというものと，絶対値
が2，差が2の部分，オレンジの9マス分の合計と
黄緑の9マス分の合計が等しいというモデル．
さらに最終的にtが1，2というものも区別せず
に，赤い部分は全て和にしてしまったもの，青い
部分も全て合計してしまったものが等しいという
1本の制約式で表されるモデルをM3Dとします．
最後にM1DDですが，たとえば1，2，1，1のよ

うに最終を見たときには1から1で変わっていない
んですが，これに関しても1，2，1，1であれば1，
1，2，1が時系列に関しては対称的な確率になっ
ていますので，そこに関しても同等性を加えたも
のがM1DDになります．M1DDに関しては，何も
色がついていない部分はかなり少なくなって全部
で9セルしかないんですけれども，そこ以外に関
しては必ずどこか対応するセルが存在するといっ
たかたちになります．
いまモデルを足早に紹介してしまったんですけ
れども，包含関係がありまして，この矢印で表さ
れるような関係になっております．たとえば
A→Bであれば，モデルAが成り立ったならばモ
デルBも成り立つことを示しております．M1DD
が一番制約が厳しくて，右であったり下に行けば
行くほど制約は緩くなるという性質を持っており
ます．
このモデルを提案したので，そのモデルがデー
タに適合しているか，適合度検定によって調べま

す．適合度検定は帰無仮説としてモデルMが成り
立つ．対立仮説としては，モデルMが成り立たな
い，すなわち飽和モデルですよということで仮説
を立てます．尤度比カイ二乗統計量はおなじみの
かたちとなっております．nijklはセル観測度数，
つまりデータの個数です．それに対してmijklハッ
トはセル期待度数の最尤推定量となっておりま
す．今回の最尤推定量に関しては全てクローズド
フォームで求めることができますので，それに関
しては近似解を求めたりする必要はありませんで
した．
このカイ二乗統計量が自由度kのカイ二乗分布
に従うんですけれども，自由度kが幾つかという
のをまとめたのがこの表になります．各モデルの
検定の自由度kになります．今回は3×3×3×3と
いう非常に単純な構造の分割表でやっております
ので，まとめて本数を数えるだけで全て出てき
て，それぞれこんなかたちになっております．
今回，適合度検定統計量のほかにAICでもう少

しモデルの選択をしてみようということでAICの
定義を載せておきました．こちらは先ほどのデー
タで，2016年8月の株価の推移です．これに対し
て7つのモデルを適用してみますと，G2値が求ま
りまして，それに対してp値が求まります．M2D
とM3Dがアクセプトされているという状況です
けれども，AICを使って比較をすると，M3Dが一
番小さいということで，この中ではM3Dが一番
よいのではないかという判断になりました．

M3Dによってちょっと解釈をしてみますと，
こちらがM3Dのもとでの期待度数の最尤推定値
になります．M3Dというのは，この赤い部分の
確率──この場合は最尤推定値ですが──の合計
と青い部分の27マスの合計が等しいということに
なります．実際に計算してみますと，赤い部分が
433.5で，青い部分が433.5で，等しくなっている．
そこから得られる解釈としては，こちらは1か

月で悪くなった．最初の初週X1に対してX4は4週
目ということですが，そこを比較したときに，悪
くなっている企業の合計とよくなっている企業の
合計が同等である，対応がとれている，同じ数だ
ということで，景気の変動はこの月はあまりな
かったのではないかという解釈ができます．逆に
言うと，このモデルが当てはまらない場合は，よ
くなっているか悪くなっているかどちらかだとい
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う評価が推測されるということです．
駆け足になってしまいましたけれども，まとめ
に移りたいと思います．今回は株価経時測定デー
タを分割表データに変換しました．それに対し
て，適用可能で，かつ解釈が比較的容易な対称性
に関するモデルを提案しました．
今回は初めてなので3×3×3×3という限定的な
サイズに限定されたんですけれども，今後の課題
としては，n次正方行列でカテゴリー数がRみた
いな，より一般的なサイズの分割表に対してもモ
デルを拡張する必要があるかなと感じておりま
す．
そういった場合に，セルの数が増えます．今回

は見て分かる通り，0だったり1のセルが多いの
で，こういう状況ですと適合度検定統計量のカイ
二乗近似があまりうまくいかない場合があります
ので今回はAICを使ったんですが，それとはまた
何か別の解析手法を提案する必要があるのではな
いかと感じております．
今回は株価データに応用しましたけれども，分

割表データはいろいろな分野に使えるデータです
ので，医療とかほかの分野のデータに適用して何
か有用な解釈を得られるのではないか，得てみよ
う，というのが今後の課題となっております．
以上が発表になります．ご清聴ありがとうござ

いました．
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「Stochastic Volatilityモデルのベイズ 
推定によるリスク資産分析への応用」

 日本大学経済学部　　三井　秀俊

戸塚先生との共同研究で「Stochastic Volatility
モデルのベイズ推定によるリスク資産分析への応
用」というテーマで中間報告をさせていただきま
す．わたしはファイナンスが専門で，数学・統計
は皆さんの方が得意だと思いますので，きょうは
ファイナンスの話を中心にしていきたいと思いま
す．
発表の構成ですが，まず初めに研究の背景と目
的に関して述べていきます．次に連続時間SVモ
デルと離散近似について説明します．標題には
SVモデルと書いてありますが，厳密には連続時
間SVモデルと離散時間SVモデルに分かれます．
最近の論文を読むと，あまりそのへんのことが書
いてないので，きょうは補足説明として連続時間
SVモデルを説明したいと思います．次にSVモデ
ルとベイズ推定です．ここのSVモデルはデータ
を使って実証研究に使うモデルとなっていますの
で，厳密には離散時間のSVモデルになりますが，
表題としてはSVモデルとベイズ推定となってい
ます．次にリスク資産分析モデルの拡張です．
SVモデルでリスク資産の分析をする際にどう
やって拡張していったらいいのか，できるだけ現
実の金融市場の特徴を捉えるようなモデルにする
にはどうしたらいいのかを説明します．最後に，
まとめと今後の展望に関して述べたいと思いま
す．
まず研究の背景ですが，ここは詳しく説明しま
す．今回のこのプロジェクトの題にありますよう
に，リスク資産の価格変動の分析に関して今回の
プロジェクトは動いております．リスク資産と書
いてありますけれども，実際に金融市場では，個
別株式とか株価指数，外国為替相場，ドル・円と
かユーロ・円，デリバティブ取引など，それをま
とめてリスク資産と呼んでいます．学部の授業で
もよく言うんですが，リスクというと，日本人の
方は危ないとか危険とか思っている方がいるんで
すが，実際の金融市場でのリスク資産のリスクは
危ないとか危険という意味ではなくて，価格の変
動が上下運動しながら動いていくということで，

危険とか危ないということではありません．統計
学を詳しく勉強した人は，標準偏差あるいは分散
でリスクを測るということを学部時代に勉強した
と思います．ここでは「収益率の変動を標準偏差
で測ったもの」を「リスク」を定義します．金融
業界ではそれを，略して「ボラ」と言う場合もあ
るんですが，一般的に「ボラティリティ」と呼ん
でいます．ボラティリティとは何かといったら，
それは「リスク資産の収益率の変動を標準偏差あ
るいは分散で測ったもの」ととらえれば間違いは
ないと思います．
問題は，時間が進むとボラティリティがどんど

ん変動していく．そのボラティリティをどうやっ
て時間変動の中でとらえていくかというのがファ
イナンスの世界では問題になっています．それが
前提としてあります．さっきからファイナンスと
言っていますが，実際にはファイナンスの中でも
いろいろな分野があるんですが，ここでは時系列
分析を用いたファイナンスの実証研究に焦点を当
てています．
ボラティリティの時間変動を研究する際には2つ

のカテゴリーに分けることができます．1つはARCH
型モデルを使うカテゴリーと，もう1つはStochastic 
Volatility（SV）モデルを使って分析を行なうカテ
ゴリーと，2つに分かれています．ARCHという
のはAutoregressive conditional heteroscedasticityの
略で，ARCHモデルというのはEngleが景気変動
の時系列特性を捉えるために最初に使ったモデル
です．景気変動をとらえるARCHモデルが，リス
ク資産，特に株価の動きをうまくとらえることが
分かったので，ファイナンスの時系列の世界で使
用されるようになりました．ここでARCH型モデ
ルと書いてあるのは，もともと最初はARCHモデ
ルというのがあったんですが，それをBollerslev
という人が一般化してGeneralized ARCHモデルに
拡張しました．その後，NelsonがExponential 
ARCHモデルに拡張したわけです．ARCH型モデ
ルというのはいままでかなり研究され尽くしてい
ます．なぜ研究し尽くされているかというと，推
定するのが容易というのと，モデルの拡張が簡単
にできるので，ここ10年，20年でやり尽くされた
感じがします．きょう説明するのはもう1つ方の
Stochastic Volatilityモデルを中心に話を進めてい
きます．
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ARCH型モデルとStochastic Volatilityモデルに関
してもう少し予備知識を説明したいと思います．
まずARCH型モデルですが，先ほど説明しました
ように，推定が容易にできます．基本的には最尤
法を使う場合が多いですが，もちろん別の推定量
でもできます．もう1つの特徴として，ARCH型
が最初にあって，その後，GARCHとかEGARCH
とか，何種類ものARCH型モデルが発展形で開発
されてきました．モデルの拡張が非常に容易だと
いうことです．なぜモデルの拡張が簡単かという
と，推定が容易にできるというところにあると思
います．モデルを拡張してもパラメータの推定が
できないと意味がないので，普通はそうそう拡張
はできないわけですが，ARCH型モデルの場合は
簡単にパラメータの推定ができるので，モデルの
拡張も，簡単とは言いませんが，可能であるとい
うことです．
もう1つのARCH型モデルの特徴として，もと
もとARCH型モデルというのは離散時間モデルか
らつくられています．出発点が離散時間モデルな
ので，時系列分析をするうえで非常に便利なわけ
です．そのためARCH型モデルは時系列分析で非
常に用いられるようになりました．

ARCH型モデルの欠点ですが，先ほどやり尽く
した感があると言ったのはここにも関係している
んですけど，時系列分析する場合には問題ないの
ですが，いろいろな金融の分析をしたいときに，
金融分析モデルへの応用が難しいわけです．もと
もとあったARCHモデルから始まって，モデル自
体を拡張するのは簡単なんだけど，金融の特徴と
か金融分析に見られるような現象をとらえる場合
に，ちょっと難しい．それは出発点が離散時間モ
デルにあると思います．
離散時間や連続時間を考えてみると，離散系の
モデルというのは数学的な扱いが難しいという
か，いろいろ複雑なので，それで拡張が難しいわ
けです．実際には金融分析のモデルとしては，た
だ単に時系列分析だけではなくて，オプション理
論とか新しい金融商品の開発とか，あるいはヘッ
ジ手法などをいろいろ知りたいわけです．後で
SVモデルの説明をしますが，こういう場合は連
続系のモデルでないと式の展開とか数学的な扱い
が難しくなるので，それでARCH型モデルは最近
かなり下火になってしまったということがありま

す．
SVモデルですが，連続時間SVモデルと離散時

間SVモデルと2つに分けられます．もともとSV
モデルというのは連続時間から始まっています．
出発点が連続時間なので，モデルを金融分析に当
てはめるときに数学的に非常に扱いやすいので，
金融分析に応用する場合にはいろいろな応用方法
ができるので，研究者としてはSVモデルを使い
たいわけです．ただ，SVモデルにも欠点があって，
SVモデルを使ってパラメータの推定をするとき
に，一度，離散時間SVモデルに直さなければい
けないわけです．そうすると，連続系のモデルを
離散系のモデルに変換するときに，そこに誤差が
生まれたり，想定しなかった問題が起こったり，
いろいろあるわけです．SVモデルの欠点として
一番言われているのが，推定するのが難しいこと
です．SVモデルのいままでの推定法というのは
一般化積率法とか最尤推定が使われたんですが，
最尤推定の場合にも厳密にはできませんので，疑
似最尤推定を使っていままではしていました．例
えば，カルマンフィルターなど使って推定する方
法です．
今回はそういう問題を解決するためにベイズ推

定法を使うということで，それが表題に書いてあ
る理由です．連続時間SVモデルだと数学的な扱
いがし易いので，特にオプション理論で非常に使
われています．もともとオプション理論はSVモ
デルから始まっているので，SVモデルを勉強す
るとオプションの話もよく理解できると思いま
す．

SVモデルの長所としては，金融分析モデルへ
の応用が多用である．初めに連続時間のSVモデ
ルで考えて，オプション理論や新しい金融商品，
ヘッジ手法を連続時間で最初に考える．ある程度
数学的なモデルを考えて，実際に実証研究する場
合には離散時間モデルに近似します．その後，パ
ラメータ推定やプライシングをすればよいという
ことで，金融分析をする際にはARCH型モデルよ
りもSVモデルのほうが応用範囲が広いので，こ
ちらを使いたいわけです．ただ，今回の研究テー
マにもなっているんですが，推定が難しいという
のが非常にネックになっているわけです．それで
今回，戸塚先生との共同研究で，ベイズを使って
SVモデルを推定してやればよいのではないかと

- 22 -



いうことで，それが今回の研究の背景にあります．
目的としましては，SVモデルというのは推定が
難しいんですが，最近その問題が解決されまし
た．マルコフ連鎖モンテカルロ法によるベイズ推
定を使うことによって，SVモデルの推定が可能
となりました．その際に，マルコフ連鎖モンテカ
ルロ法の手法として，Gibbs Sampling, Metropolis-
Hastings, Hamiltonian Monte Carloをよく使います．
いままでのファイナンスでのSVモデルの実証
研 究 で は， 初 期 はGibbs Sampling, Metropolis-
Hastings，あるいはこれを発展させたMCMCの方
法で実証研究するというのが多かったんですが，
ここ最近，Hamiltonian Monte Carloを使ってSVモ
デルの推定を行なう研究が出てきました．調べて
みると，ここにありますように，高石先生がやっ
ていました．ここに書いてあるのはHamiltonian 
Monte Carloに関する研究ではなくて，SVモデル
をHamiltonian Monte Carloでベイズ推定した論文
になっています．いままでは，Gibbs Samplingと
かMetropolis-Hastings，あるいはMetropolis-
Hastingsを改良したかたちのMCMC法でベイズ推
定をしていますが，先ほど戸塚先生の発表にもあ
りましたように，Hamiltonian Monte Carloを使っ
てSVモデルの推定をしてやろうということです．
今回の目的としては，ベイズ推定によってSV
モデルを用いたリスク資産の価格変動分析，それ
に関してサーベイをまず行ないます．プラス，株
価収益データを使って例を提示したいと思ってい
ます．どの辺りをサーベイするかというと，非対
称SVモデルと，先ほど戸塚先生の研究発表にも
ありましたが，裾の厚い分布を使った場合．あと
長期記憶モデルというのがありますので，それを
SVモデルの中に取り入れて長期記憶SVモデルと
して推定したいということです．長期記憶という
のは論文でもあります．もう1つはRealized SVモ
デルで，先ほどの戸塚先生の報告にもあったんで
すが，高頻度データを使ってボラティリティを推
定して，それを使ってSVモデルに取り込んでモ
デルのパラメータを推定しようという方法です．
もう1個はオプション価格付けです．
きょうは時間がないのですべてはできないと思
いますが，非対称SVモデルと，裾の厚い分布．
オプション価格付けはちらっとしかできないと思
います．長期記憶SVモデルとRealized SVモデル

は，割愛させていただきます．
まず簡単に連続時間SVモデルと離散近似を見

ていきたいと思います．ご存知の方も多いと思う
んですが，一応，簡単にご説明します．まず連続
時間でリスク資産価格の変動をとらえようとする
場合には，幾何ブラウン運動を使う場合が多いで
す．リスク資産価格というのがちょっとイメージ
つかない方は株価だと思ってください．株価の動
きを記述します．μはドリフト項，dtは時間の微
小変化分で，σが標準偏差．ここでσが標準偏差
と書いてありますが，これが最初のところに出て
きたボラティリティになります．dz1がウィナー
過程を示しています．μはドリフト項ですが，ド
リフトというのがいまいちピンと来ない方は，長
期のトレンドを微小変化にして，かなり短い期間
のトレンドと考えてもよいと思います．ドリフト
のほうが自然な人はドリフトでかまいません．
ここでよく聞かれるんですが，「ボラティリ

ティ」の厳密な定義はあるけれども，結構広い意
味で使われていて，大体2つに分かれます．ファ
イナンス理論ではσそのものをボラティリティと
呼ぶ場合が多いです．計量経済学とかファイナン
スの計量分析をやっている人はσ2をボラティリ
ティと呼ぶことが多いので，論文を読むときとか
研究発表を聞いているときに，「ボラティリティ」
と研究者が言っているのはどっちかなというのを
よく理解しておくと，その研究内容がよく分かる
と思います．二乗がついているかついていないか
の違いですけど，結構間違いやすいというか，話
がこんがらがる場合があるので，気をつけたほう
がよいと思います．
株価の過程は，もう1つ，σ2の連続時間の動き
を考えます．dz2というのはウィナー過程になり
ます．ここでファイナンスの世界でよくやるの
は，株価の動きのところのdz1とボラティリティ
の変動のdz2，ここに相関があると言う人もいる
し，ないと言う人もいるので，ないと置いてもい
いです．ただ研究論文としては通常は相関を持つ
というふうにして話を進めていきます．
ボラティリティの過程を一番シンプルに置いた

かたちで，ファイナンスの研究では実際には
Orustein Uhlenbeck過程のような平均回帰性を持つ
ような連続時間モデルにして定式化するのが通常
です．ここでθは長期的な平均回帰になって，κ
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が調整速度を表すものになります．実際には，
dz1とdz2が相関を持つというふうにしてモデル化
するのが一般的です．連続時間だとモデルのパラ
メータの推定ができないので，離散近似しなけれ
ばいけません．離散近似の方法はただ単に式変形
すればいいだけですが，離散近似すると両辺をS
で割って式変形すれば簡単になります．昔はこの
モデルがよく使われていたんですが，最近では，
このモデルだとここのスケール・パラメータの問
題とかが出てくるので，このスケール・パラメー
タを入れ込んで離散時間SVモデルをつくる方法
がとられます。言っていることはそんなに大した
ことではないんですけど，リスク資産分析ではyt
が収益率を表すことになります．収益率というの
はボラティリティ×誤差項という単純な式になっ
ています．ボラティリティの過程が一次のAR（1）
モデルみたいなかたちで，平均回帰性を捉えられ
るモデルになっています．
最尤法でできれば何の問題もなく万々歳なんで
すが，SVモデルの場合の尤度関数を考えると，
この積分が解けないわけです．それはしょうがな
いので，MCMC法によるベイズ推定法によりパ
ラメータの推定を行なうことになります．ここら
へんは本当はもっと詳しく説明しなきゃいけない
んですが，時間がないので問題点だけにします．
先ほども言ったようにSVモデルは推定が難し
い．尤度関数がこういうかたちになっていて積分
が解けないので推定が難しいということなので，
何か工夫をして推定しなければいけない．今回は
MCMC法によるベイズ推定で，特に，MCMC法
はHamiltonian Monte Carloを使いますよというこ
とです．
ここはベイズ推定の話なので飛ばします．
いま紹介したSVモデルをベイズ推定する場合
に，また1つ問題が出てきます．ボラティリティ
というのをどうやって扱うかということです．実
際にボラティリティというのは観測可能ではない
ので，それを潜在変数として考えてやります．ベ
イズ推定する場合に，ボラティリティも未知パラ
メータとして考えて，MCMCでサンプリングし
ます．そうすると，SVモデルに関してはベイズ
推定するときにボラティリティのサンプリングを
どうやって効率的に行なうか，というのが論文を
書くときに勝負になります．いままでボラティリ

ティのサンプリングで使われた方法は，Gibbs 
SamplingやMetropolis-Hastingsを 使 う 場 合 に は
single-move sampler, multi-move sampler, mixture 
samplerを使用しています．ただ，これだと遅い
ので，Hamiltonian Monte Carloを使ったほうがよ
いのではないか．ただ，こっちのほうが効率的か
どうかまだ分からないので，ここに？をつけてい
るんですが，Gibbs SamplingやMetropolis-Hastings
を使うよりかはHamiltonian Monte Carloで一括し
てやったほうがいいのではないかというのが戸塚
先生の意見で，それで共同研究をしているという
ことです．
いままでの説明はSVモデルでベイズ推定をす

る場合にどこが問題になっているかということの
説明でした．今度はリスク資産分析をする場合に
ちょっとモデルを拡張してみましょうという話で
す．ここも簡単にいきます．1つは非対称性を考
えている．何の非対称性を考えるかというと，
さっきの株価の変動のところの誤差項とボラティ
リティの変動の誤差項，この2つの誤差項同士が
相関を持つというモデルが1つ考えられるという
ことです．それをすることによって何が分かるか
というと，株価の動きで，株価収益率が下落する
と，その次の日にはボラティリティが上昇する傾
向がよくあります．逆の傾向もあります．これは
レバレッジ・エフェクトと言うんですが，これを
捉えることができます．それで非対称SVモデル
はボラティリティのレバレッジ・エフェクトをと
らえるときによく使われるモデルで，これがSV
モデルの次の応用としては一番オーソドックスな
かたちのモデルだと思います．
もう1つは，先ほどの戸塚先生のところでも

あったんですけれども，分布の裾の厚いモデルで
す．ファイナンスの世界ではt分布をよく使いま
す．もちろん別の分布でも良いんですが，推定す
るときにt分布は利用可能というのと，先ほどの
戸塚先生の図でも分かるように，リスク資産の分
布というのは裾が厚くて，平均のところには頻度
が高い，尖度が高というそういう特徴がありま
す．
では分布の両裾が厚いという性質をSVモデル

に入れてみましょう．そうすると，最尤法とかす
る場合にはt分布でいいんですけれども，ベイズ
でする場合にはそうではなくて逆ガンマ分布を使
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います．そうするとベイズを使ってうまく推定す
ることができます．これもレポートでは書いてい
ますので，興味のある先生はそちらを読んでみて
ください．
もう1個はオプション価格付けへの応用です．
いままでの話だとリスク資産の時系列の特徴をと
らえるだけだったんですけど，ファイナンスの世
界ではやっぱり価格付けをやりたいわけです．
ファイナンスの世界で一番価格づけが難しいのは
オプションで，オプション価格への応用ができる
と非常に有効なわけです．
ここにあるのはオプション価格付けに応用する
場合にどうやってやればよいか書いてあるんです
が，説明する時間がないのでポイントだけですけ
ど，SVモデルを使って，かつベイズの推定法を
使うとオプション価格にも応用できます．従来の
方法よりも，ベイズでしたほうが効率性が良い．
直感的に説明すると，昔はパラメータを推定し
て，パラメータを推定した後，モンテカルロ・シ
ミュレーションでオプション価格を出したんです
が，ベイズでやると1回で終わります．いままで
はパラメータを推定してオプション価格を出すシ
ミュレーションという2段階だったのが，ベイズ
を使うと一気にオプション価格まで導出すること
ができるというのが利点です．先ほどのGibbs 
SamplingやMetropolis-Hastingsでもできるんです
けど，Hamiltonian Monte Carloでもできるんじゃ
ないかというのがぼくと戸塚先生の提案です．
最後にまとめと今後の展望で，Hamiltonian 

Monte Carloを利用したリスク分析が有効である
ということです．もう1つは，Hamiltonian Monte 
Carloも有効なんだけど，ほかのGibbs Samplingや
Metropolis-Hastingsとの効率性の比較などを行

なったほうがよいのではないかということです．
いままで見てきましたが，ファイナンスへの応用
として，裾の厚い分布を使って実証研究する，長
期記憶SV, Realized SVモデル，高頻度データを
使ってもっと時間間隔を短くして分析していく．
もう1個はオプション価格，デリバティブに応用
していくということです．今回の研究としては
SVのサーベイを中心に書いて，余裕があれば
ちょっとした実証研究を付け加えて論文にしたい
と思います．
以上です．

きょうは皆さん，研究会に参加いただいて，ど
うもありがとうございます．またいろいろコメン
トもいただいてありがとうございます．今後の研
究に活かしていきたいと思います．今回，3人で
リスク資産分析に関して実証分析あるいはサーベ
イをしているわけですが，戸塚先生も生亀先生も
ファイナンスの先生ではないのですが，頑張って
株価データを使って実証研究していただいて，非
常にありがたいと思います．ぼくの個人的な意見
としては，やっぱりどうしても経済学部出身の先
生だと視点とか見る観点が同じになっちゃって，
新しい発想が浮かばないんです．今回，戸塚先生，
生亀先生と共同研究をしてみて，やはり発想が違
うなと思って，ぼくも非常に勉強になりました．
生亀先生の分割表を使って株価の分析をするの
も，初め聞いたとき「おーっ！」と思ったので，
今後も日大経済の中で新しい観点からリスク資
産，株とかドル・円の通貨に関して研究していけ
たらいいなという，ぼくの思いがあります．
きょうは皆さん，どうもありがとうございまし

た．
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