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ヤコビ解析におけるクォーク分解

慶應大学名誉教授　河　　添　　　　　健

概　要

著者は長年，ヤコビ解析における実ハーディ空間の構築とそのアトム分解を研究してきた．この稿で

はアトムをさらに分解するクォーク分解を紹介する．応用として膨張作用素の実ハーディ空間での有界

性が得られる．詳細は［13］にまとめる．
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1 ヤコビ解析
最初に R+ = [0,∞)上のヤコビハイパー群に関する基礎知識をまとめる. 詳し
くは参考文献 [2], [3], [10] を参照されたい. 以下では α ≥ β ≥ −1/2, (α, β) ̸=
(−1

2
,−1

2
), ρ = α + β + 1とする. R+上の重み関数を

∆(x) = ∆α,β(x) = (sinh x)2α+1(cosh x)2β+1

とし, R+上の関数 f の Lp-ノルム, p ≥ 1, を

∥f∥Lp(∆) =
(∫ ∞

0

|f(x)|p∆(x)dx
) 1

p

とする. また ∥f∥∞ = ess. supx≥0|f(x)|とする. Lp(∆)を有限Lp-ノルムをもつ R+

上の関数の全体とし, C∞
c (∆)をコンパクトな台をもつ滑らかなR上の偶関数の全体

とする. ここでϕλ(x), λ ∈ R,を第一種ヤコビ関数,すなわち微分作用素 d2

dx2+
∆′(x)
∆(x)

d
dx

の固有値−(λ2 + ρ2)をもつ固有関数で, 初期条件 ϕα,β
λ (0) = 1, d

dx
ϕα,β
λ (0) = 0 を満

たす関数とする. この ϕλを用いて, f ∈ L1(∆)のヤコビ変換を

f̂(λ) =

∫ ∞

0

f(x)ϕλ(x)∆(x)dx

と定義する. ϕλ(x)は λに関して偶関数なので, f̂(λ)もR上の偶関数となる. f ∈
C∞

c (∆)に対して逆変換公式は

f(x) =

∫ ∞

0

f̂(λ)ϕλ(x)|C(λ)|−2dλ

1

上のヤコビハイパー群に関する基礎知識をまとめる．詳しくは参考文献［2］，［3］，

［10］を参照されたい．以下では
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[13]にまとめる.

1 ヤコビ解析
最初に R+ = [0,∞)上のヤコビハイパー群に関する基礎知識をまとめる. 詳し
くは参考文献 [2], [3], [10] を参照されたい. 以下では α ≥ β ≥ −1/2, (α, β) ̸=
(−1

2
,−1

2
), ρ = α + β + 1とする. R+上の重み関数を

∆(x) = ∆α,β(x) = (sinh x)2α+1(cosh x)2β+1

とし, R+上の関数 f の Lp-ノルム, p ≥ 1, を

∥f∥Lp(∆) =
(∫ ∞

0

|f(x)|p∆(x)dx
) 1

p

とする. また ∥f∥∞ = ess. supx≥0|f(x)|とする. Lp(∆)を有限Lp-ノルムをもつ R+

上の関数の全体とし, C∞
c (∆)をコンパクトな台をもつ滑らかなR上の偶関数の全体

とする. ここでϕλ(x), λ ∈ R,を第一種ヤコビ関数,すなわち微分作用素 d2

dx2+
∆′(x)
∆(x)

d
dx

の固有値−(λ2 + ρ2)をもつ固有関数で, 初期条件 ϕα,β
λ (0) = 1, d

dx
ϕα,β
λ (0) = 0 を満

たす関数とする. この ϕλを用いて, f ∈ L1(∆)のヤコビ変換を

f̂(λ) =

∫ ∞

0

f(x)ϕλ(x)∆(x)dx

と定義する. ϕλ(x)は λに関して偶関数なので, f̂(λ)もR上の偶関数となる. f ∈
C∞

c (∆)に対して逆変換公式は

f(x) =

∫ ∞

0

f̂(λ)ϕλ(x)|C(λ)|−2dλ

1

上の関数の全体とし，
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c (∆)に対して逆変換公式は

f(x) =
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0

f̂(λ)ϕλ(x)|C(λ)|−2dλ

1となる．ここでC（λ）はハリッシュ‐チャンドラのC-関数とよばれる有理型の関数である．古典的なフー

リエ変換と同様に，ヤコビ変換においても L2（Δ）上でプランシェレルの定理，　　　　上でペリー・

となる. ここでC(λ)はハリッシュ‐チャンドラのC-関数とよばれる有理型の関数
である. 古典的なフーリエ変換と同様に, ヤコビ変換においてもL2(∆)上でプラン
シェレルの定理, C∞

c (∆)上でペリー・ウィーナー型の定理が成立する. ヤコビ関数
ϕλはいわゆる積公式を満たし

ϕλ(x)ϕλ(y) =

∫ ∞

0

ϕλ(z)K(x, y, z)∆(z)dz

と書ける. ここで核関数は正値であり, この核関数を用いて一般化した移動を

Txf(y) =

∫ ∞

0

f(z)K(x, y, z)dz

と定義する. この移動を用いて f, g ∈ L1(∆)の畳み込みを

f ∗ g(x) =
∫ ∞

0

f(y)Txg(y)∆(y)dy

とする. 容易に f̂ ∗ g(λ) = f̂(λ) · ĝ(λ) である. 以上の話では群構造は必要無いが,

この畳み込み ∗を有することで, (R+,∆, ∗)をヤコビハイパー群とよぶ.

∆(s)ϕλ(s)は λの関数として, コンパクトな台 [0, s]をもつ関数のフーリエ変換と
して次のように与えられる.

∆(s)ϕλ(s) = c

∫ s

0

cos(λx)A(x, s)dx. (1)

このA(x, s)を用いて, f ∈ L1(∆)のアーベル変換を

A(f)(x) =

∫ ∞

x

f(s)A(x, s)ds

で定義する. アーベル変換AはL1(∆)をL1(R)に, C∞
c (∆)をC∞

c (R)に写す. また
(1)より, f ∈ L1(∆)のヤコビ変換 f̂ はA(f) のフーリエ変換と一致する. このこと
から

A(f ∗ g) = A(f)⊛A(g) (2)

である. 右辺の⊛はユークリッド空間上の畳み込みである. このようにアーベル変
換A はヤコビハイパー群上の諸対象をユークリッド空間上の諸対象に写す. アー
ベル変換A は (R+,∆, ∗)における分数積分作用素を用いて

A = 23α+
3
2W 1

α−β ◦W 2
β+ 1

2
(3)

と書ける. ここで

W σ
µ (f)(x) =

1

Γ(µ)

∫ ∞

x

f(s)(cosh σs− cosh σx)µ−1d cosh σs (4)

2
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この畳み込み ∗を有することで, (R+,∆, ∗)をヤコビハイパー群とよぶ.

∆(s)ϕλ(s)は λの関数として, コンパクトな台 [0, s]をもつ関数のフーリエ変換と
して次のように与えられる.

∆(s)ϕλ(s) = c

∫ s

0

cos(λx)A(x, s)dx. (1)

このA(x, s)を用いて, f ∈ L1(∆)のアーベル変換を

A(f)(x) =

∫ ∞

x

f(s)A(x, s)ds

で定義する. アーベル変換AはL1(∆)をL1(R)に, C∞
c (∆)をC∞

c (R)に写す. また
(1)より, f ∈ L1(∆)のヤコビ変換 f̂ はA(f) のフーリエ変換と一致する. このこと
から

A(f ∗ g) = A(f)⊛A(g) (2)

である. 右辺の⊛はユークリッド空間上の畳み込みである. このようにアーベル変
換A はヤコビハイパー群上の諸対象をユークリッド空間上の諸対象に写す. アー
ベル変換A は (R+,∆, ∗)における分数積分作用素を用いて

A = 23α+
3
2W 1

α−β ◦W 2
β+ 1

2
(3)

と書ける. ここで

W σ
µ (f)(x) =

1

Γ(µ)

∫ ∞

x

f(s)(cosh σs− cosh σx)µ−1d cosh σs (4)

2

と書ける．ここで核関数は正値であり，この核関数を用いて一般化した移動を

となる. ここでC(λ)はハリッシュ‐チャンドラのC-関数とよばれる有理型の関数
である. 古典的なフーリエ変換と同様に, ヤコビ変換においてもL2(∆)上でプラン
シェレルの定理, C∞

c (∆)上でペリー・ウィーナー型の定理が成立する. ヤコビ関数
ϕλはいわゆる積公式を満たし

ϕλ(x)ϕλ(y) =

∫ ∞

0

ϕλ(z)K(x, y, z)∆(z)dz

と書ける. ここで核関数は正値であり, この核関数を用いて一般化した移動を

Txf(y) =

∫ ∞

0

f(z)K(x, y, z)dz

と定義する. この移動を用いて f, g ∈ L1(∆)の畳み込みを

f ∗ g(x) =
∫ ∞

0

f(y)Txg(y)∆(y)dy

とする. 容易に f̂ ∗ g(λ) = f̂(λ) · ĝ(λ) である. 以上の話では群構造は必要無いが,
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cosh s− cosh x

2 cosh s
)

= eρs(tanh s)α+
1
2 tanh(s− x)α−

1
2B(x, s)

となる. ここで B(x, s)は, x, sに関して滑らかで微分を含めて有界な関数であ
る. 以下ではこのような関数を同じ記号 B で表す. アーベル逆変換は (3)より
f = A−1(F ) = cW 2

−(β+ 1
2
)
◦W 1

−(α−β)(F ) と分数微分作用素を用いて表される. この
分数微分作用素をユークリッド空間上の分数微分作用素（積分作用素で言えば, (4)

の cosh σs− cosh σxを s− xに, d cosh σsを dsに変えたもの）で表すことができ,

次の様になる. 詳しくは [8]を参照されたい. β + 1
2
= m+ µ, α− β = m′ + µ′ と整

数部分をm,m′, 残りの部分を 0 ≤ µ, µ′ < 1とし, 集合 Γ0,Γ1を
Γ0 = {k + µ+ µ′ | 1m+m′ ≤ k ≤ m+m′}
Γ1 = {k, k + µ, k + µ′ | 1m+m′ ≤ k ≤ m+m′}

と定める. ここで ℓ = 0のとき, 1ℓ = 0で, その他のときは 1ℓ = 1である. また
µ = µ′ = 0のときは Γ1 = ∅である. このとき関数 Aγ(x), γ ∈ Γ = Γ0 ∪ Γ1, と
Aγ(x, s), γ ∈ Γ1, が存在し, x ∈ R+に対して

f(x) =
eρx

∆(x)

( ∑
γ∈Γ0

Aγ(x)W
R
−γ(F )(x) (5)

+
∑
γ∈Γ1

Aγ(x)

∫ ∞

x

WR
−γ(F )(s)Aγ(x, s)ds

)
,

となる. ただしAγ(x) = O((tanh x)γ) であり, またある 0 < ξγ < 1が存在して

Aγ(x, s) =
tanh(s− x)

(s− x)1+ξγ

(tanh x)ξγ

tanh s
B(x, s).

と書ける. このとき∫ ∞

x

Aγ(x, s)ds ≤ c0 for all x > 0,

∫ s

0

Aγ(x, s)dx ≤ c0 for all s > 0. (6)

となることに注意する.

2 実ハーディ空間
前節の (5), (6)に注意すれば, F = A(f)としたとき

∥f∥L1(∆) ≤
∑
γ∈Γ

c∥eρxWR
−γ(F )∥L1

wγ
(R+)

3

に解析接続でき，μ < 0 のときは，分数微分作用素である．積分核 A（x, s）の具体形は

となる. ここでC(λ)はハリッシュ‐チャンドラのC-関数とよばれる有理型の関数
である. 古典的なフーリエ変換と同様に, ヤコビ変換においてもL2(∆)上でプラン
シェレルの定理, C∞

c (∆)上でペリー・ウィーナー型の定理が成立する. ヤコビ関数
ϕλはいわゆる積公式を満たし

ϕλ(x)ϕλ(y) =

∫ ∞

0

ϕλ(z)K(x, y, z)∆(z)dz

と書ける. ここで核関数は正値であり, この核関数を用いて一般化した移動を

Txf(y) =

∫ ∞

0

f(z)K(x, y, z)dz

と定義する. この移動を用いて f, g ∈ L1(∆)の畳み込みを

f ∗ g(x) =
∫ ∞

0

f(y)Txg(y)∆(y)dy

とする. 容易に f̂ ∗ g(λ) = f̂(λ) · ĝ(λ) である. 以上の話では群構造は必要無いが,

この畳み込み ∗を有することで, (R+,∆, ∗)をヤコビハイパー群とよぶ.

∆(s)ϕλ(s)は λの関数として, コンパクトな台 [0, s]をもつ関数のフーリエ変換と
して次のように与えられる.

∆(s)ϕλ(s) = c

∫ s

0

cos(λx)A(x, s)dx. (1)

このA(x, s)を用いて, f ∈ L1(∆)のアーベル変換を

A(f)(x) =

∫ ∞

x

f(s)A(x, s)ds

で定義する. アーベル変換AはL1(∆)をL1(R)に, C∞
c (∆)をC∞

c (R)に写す. また
(1)より, f ∈ L1(∆)のヤコビ変換 f̂ はA(f) のフーリエ変換と一致する. このこと
から

A(f ∗ g) = A(f)⊛A(g) (2)

である. 右辺の⊛はユークリッド空間上の畳み込みである. このようにアーベル変
換A はヤコビハイパー群上の諸対象をユークリッド空間上の諸対象に写す. アー
ベル変換A は (R+,∆, ∗)における分数積分作用素を用いて

A = 23α+
3
2W 1

α−β ◦W 2
β+ 1

2
(3)

と書ける. ここで

W σ
µ (f)(x) =

1

Γ(µ)

∫ ∞

x

f(s)(cosh σs− cosh σx)µ−1d cosh σs (4)

2

となる. ここでC(λ)はハリッシュ‐チャンドラのC-関数とよばれる有理型の関数
である. 古典的なフーリエ変換と同様に, ヤコビ変換においてもL2(∆)上でプラン
シェレルの定理, C∞

c (∆)上でペリー・ウィーナー型の定理が成立する. ヤコビ関数
ϕλはいわゆる積公式を満たし

ϕλ(x)ϕλ(y) =

∫ ∞

0

ϕλ(z)K(x, y, z)∆(z)dz

と書ける. ここで核関数は正値であり, この核関数を用いて一般化した移動を

Txf(y) =

∫ ∞

0

f(z)K(x, y, z)dz

と定義する. この移動を用いて f, g ∈ L1(∆)の畳み込みを

f ∗ g(x) =
∫ ∞

0

f(y)Txg(y)∆(y)dy

とする. 容易に f̂ ∗ g(λ) = f̂(λ) · ĝ(λ) である. 以上の話では群構造は必要無いが,

この畳み込み ∗を有することで, (R+,∆, ∗)をヤコビハイパー群とよぶ.

∆(s)ϕλ(s)は λの関数として, コンパクトな台 [0, s]をもつ関数のフーリエ変換と
して次のように与えられる.

∆(s)ϕλ(s) = c

∫ s

0

cos(λx)A(x, s)dx. (1)

このA(x, s)を用いて, f ∈ L1(∆)のアーベル変換を

A(f)(x) =

∫ ∞

x

f(s)A(x, s)ds

で定義する. アーベル変換AはL1(∆)をL1(R)に, C∞
c (∆)をC∞

c (R)に写す. また
(1)より, f ∈ L1(∆)のヤコビ変換 f̂ はA(f) のフーリエ変換と一致する. このこと
から

A(f ∗ g) = A(f)⊛A(g) (2)

である. 右辺の⊛はユークリッド空間上の畳み込みである. このようにアーベル変
換A はヤコビハイパー群上の諸対象をユークリッド空間上の諸対象に写す. アー
ベル変換A は (R+,∆, ∗)における分数積分作用素を用いて

A = 23α+
3
2W 1

α−β ◦W 2
β+ 1

2
(3)

と書ける. ここで

W σ
µ (f)(x) =

1

Γ(µ)

∫ ∞

x

f(s)(cosh σs− cosh σx)µ−1d cosh σs (4)

2

となる. ここでC(λ)はハリッシュ‐チャンドラのC-関数とよばれる有理型の関数
である. 古典的なフーリエ変換と同様に, ヤコビ変換においてもL2(∆)上でプラン
シェレルの定理, C∞

c (∆)上でペリー・ウィーナー型の定理が成立する. ヤコビ関数
ϕλはいわゆる積公式を満たし

ϕλ(x)ϕλ(y) =

∫ ∞

0

ϕλ(z)K(x, y, z)∆(z)dz

と書ける. ここで核関数は正値であり, この核関数を用いて一般化した移動を

Txf(y) =

∫ ∞

0

f(z)K(x, y, z)dz

と定義する. この移動を用いて f, g ∈ L1(∆)の畳み込みを

f ∗ g(x) =
∫ ∞

0

f(y)Txg(y)∆(y)dy

とする. 容易に f̂ ∗ g(λ) = f̂(λ) · ĝ(λ) である. 以上の話では群構造は必要無いが,

この畳み込み ∗を有することで, (R+,∆, ∗)をヤコビハイパー群とよぶ.

∆(s)ϕλ(s)は λの関数として, コンパクトな台 [0, s]をもつ関数のフーリエ変換と
して次のように与えられる.

∆(s)ϕλ(s) = c

∫ s

0

cos(λx)A(x, s)dx. (1)

このA(x, s)を用いて, f ∈ L1(∆)のアーベル変換を

A(f)(x) =

∫ ∞

x

f(s)A(x, s)ds

で定義する. アーベル変換AはL1(∆)をL1(R)に, C∞
c (∆)をC∞

c (R)に写す. また
(1)より, f ∈ L1(∆)のヤコビ変換 f̂ はA(f) のフーリエ変換と一致する. このこと
から

A(f ∗ g) = A(f)⊛A(g) (2)

である. 右辺の⊛はユークリッド空間上の畳み込みである. このようにアーベル変
換A はヤコビハイパー群上の諸対象をユークリッド空間上の諸対象に写す. アー
ベル変換A は (R+,∆, ∗)における分数積分作用素を用いて

A = 23α+
3
2W 1

α−β ◦W 2
β+ 1

2
(3)

と書ける. ここで

W σ
µ (f)(x) =

1

Γ(µ)

∫ ∞

x

f(s)(cosh σs− cosh σx)µ−1d cosh σs (4)

2

となる. ここでC(λ)はハリッシュ‐チャンドラのC-関数とよばれる有理型の関数
である. 古典的なフーリエ変換と同様に, ヤコビ変換においてもL2(∆)上でプラン
シェレルの定理, C∞

c (∆)上でペリー・ウィーナー型の定理が成立する. ヤコビ関数
ϕλはいわゆる積公式を満たし

ϕλ(x)ϕλ(y) =

∫ ∞

0

ϕλ(z)K(x, y, z)∆(z)dz

と書ける. ここで核関数は正値であり, この核関数を用いて一般化した移動を

Txf(y) =

∫ ∞

0

f(z)K(x, y, z)dz

と定義する. この移動を用いて f, g ∈ L1(∆)の畳み込みを

f ∗ g(x) =
∫ ∞

0

f(y)Txg(y)∆(y)dy

とする. 容易に f̂ ∗ g(λ) = f̂(λ) · ĝ(λ) である. 以上の話では群構造は必要無いが,

この畳み込み ∗を有することで, (R+,∆, ∗)をヤコビハイパー群とよぶ.

∆(s)ϕλ(s)は λの関数として, コンパクトな台 [0, s]をもつ関数のフーリエ変換と
して次のように与えられる.

∆(s)ϕλ(s) = c

∫ s

0

cos(λx)A(x, s)dx. (1)

このA(x, s)を用いて, f ∈ L1(∆)のアーベル変換を

A(f)(x) =

∫ ∞

x

f(s)A(x, s)ds

で定義する. アーベル変換AはL1(∆)をL1(R)に, C∞
c (∆)をC∞

c (R)に写す. また
(1)より, f ∈ L1(∆)のヤコビ変換 f̂ はA(f) のフーリエ変換と一致する. このこと
から

A(f ∗ g) = A(f)⊛A(g) (2)

である. 右辺の⊛はユークリッド空間上の畳み込みである. このようにアーベル変
換A はヤコビハイパー群上の諸対象をユークリッド空間上の諸対象に写す. アー
ベル変換A は (R+,∆, ∗)における分数積分作用素を用いて

A = 23α+
3
2W 1

α−β ◦W 2
β+ 1

2
(3)

と書ける. ここで

W σ
µ (f)(x) =

1

Γ(µ)

∫ ∞

x

f(s)(cosh σs− cosh σx)µ−1d cosh σs (4)

2

となる. ここでC(λ)はハリッシュ‐チャンドラのC-関数とよばれる有理型の関数
である. 古典的なフーリエ変換と同様に, ヤコビ変換においてもL2(∆)上でプラン
シェレルの定理, C∞

c (∆)上でペリー・ウィーナー型の定理が成立する. ヤコビ関数
ϕλはいわゆる積公式を満たし

ϕλ(x)ϕλ(y) =

∫ ∞

0

ϕλ(z)K(x, y, z)∆(z)dz

と書ける. ここで核関数は正値であり, この核関数を用いて一般化した移動を

Txf(y) =

∫ ∞

0

f(z)K(x, y, z)dz

と定義する. この移動を用いて f, g ∈ L1(∆)の畳み込みを

f ∗ g(x) =
∫ ∞

0

f(y)Txg(y)∆(y)dy

とする. 容易に f̂ ∗ g(λ) = f̂(λ) · ĝ(λ) である. 以上の話では群構造は必要無いが,

この畳み込み ∗を有することで, (R+,∆, ∗)をヤコビハイパー群とよぶ.

∆(s)ϕλ(s)は λの関数として, コンパクトな台 [0, s]をもつ関数のフーリエ変換と
して次のように与えられる.

∆(s)ϕλ(s) = c

∫ s

0

cos(λx)A(x, s)dx. (1)

このA(x, s)を用いて, f ∈ L1(∆)のアーベル変換を

A(f)(x) =

∫ ∞

x

f(s)A(x, s)ds

で定義する. アーベル変換AはL1(∆)をL1(R)に, C∞
c (∆)をC∞

c (R)に写す. また
(1)より, f ∈ L1(∆)のヤコビ変換 f̂ はA(f) のフーリエ変換と一致する. このこと
から

A(f ∗ g) = A(f)⊛A(g) (2)

である. 右辺の⊛はユークリッド空間上の畳み込みである. このようにアーベル変
換A はヤコビハイパー群上の諸対象をユークリッド空間上の諸対象に写す. アー
ベル変換A は (R+,∆, ∗)における分数積分作用素を用いて

A = 23α+
3
2W 1

α−β ◦W 2
β+ 1

2
(3)

と書ける. ここで

W σ
µ (f)(x) =

1

Γ(µ)

∫ ∞

x

f(s)(cosh σs− cosh σx)µ−1d cosh σs (4)

2

である. μ ∈ Cに解析接続でき, μ < 0のときは, 分数微分作用素である. 積分核
A(x, s)の具体形は

A(x, s) = c(sinh 2s)(cosh s)β−
1
2 (cosh s− cosh x)α−

1
2

2
× F (1 + β, 1

2
− β, α + 1

2
;
cosh s− cosh x

2 cosh s
)

= eρs(tanh s)α+
1
2 tanh(s− x)α−

1
2B(x, s)

となる. ここで B(x, s)は, x, sに関して滑らかで微分を含めて有界な関数であ
る. 以下ではこのような関数を同じ記号 B で表す. アーベル逆変換は (3)より
f = A−1(F ) = cW 2

−(β+ 1
2
)
◦W 1

−(α−β)(F ) と分数微分作用素を用いて表される. この
分数微分作用素をユークリッド空間上の分数微分作用素（積分作用素で言えば, (4)

の cosh σs− cosh σxを s− xに, d cosh σsを dsに変えたもの）で表すことができ,

次の様になる. 詳しくは [8]を参照されたい. β + 1
2
= m+ μ, α− β = m� + μ� と整

数部分をm,m�, 残りの部分を 0 ≤ μ, μ� < 1とし, 集合 Γ0,Γ1を

Γ0 = {k + μ+ μ� | 1m+m′ ≤ k ≤ m+m�}
Γ1 = {k, k + μ, k + μ� | 1m+m′ ≤ k ≤ m+m�}

と定める. ここで � = 0のとき, 1� = 0で, その他のときは 1� = 1である. また
μ = μ� = 0のときは Γ1 = ∅である. このとき関数 Aγ(x), γ ∈ Γ = Γ0 ∪ Γ1, と
Aγ(x, s), γ ∈ Γ1, が存在し, x ∈ R+に対して

f(x) =
eρx

Δ(x)

( ∑
γ∈Γ0

Aγ(x)W
R
−γ(F )(x) (5)

+
∑
γ∈Γ1

Aγ(x)

∫ ∞

x

WR
−γ(F )(s)Aγ(x, s)ds

)
,

となる. ただしAγ(x) = O((tanh x)γ) であり, またある 0 < ξγ < 1が存在して

Aγ(x, s) =
tanh(s− x)

(s− x)1+ξγ

(tanh x)ξγ

tanh s
B(x, s).

と書ける. このとき∫ ∞

x

Aγ(x, s)ds ≤ c0 for all x > 0,

∫ s

0

Aγ(x, s)dx ≤ c0 for all s > 0. (6)

となることに注意する.

2 実ハーディ空間
前節の (5), (6)に注意すれば, F = A(f)としたとき

�f�L1(Δ) ≤
∑
γ∈Γ

c�eρxWR
−γ(F )�L1

wγ
(R+)

3

)
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となる．ここで B（x,s）は，x, s に関して滑らかで微分を含めて有界な関数である．以下ではこのよう

な関数を同じ記号 Bで表す．アーベル逆変換は（3）より

である. µ ∈ Cに解析接続でき, µ < 0のときは, 分数微分作用素である. 積分核
A(x, s)の具体形は

A(x, s) = c(sinh 2s)(cosh s)β−
1
2 (cosh s− cosh x)α−

1
2

× F (1
2
+ β, 1

2
− β, α + 1

2
;
cosh s− cosh x

2 cosh s
)

= eρs(tanh s)α+
1
2 tanh(s− x)α−

1
2B(x, s)

となる. ここで B(x, s)は, x, sに関して滑らかで微分を含めて有界な関数であ
る. 以下ではこのような関数を同じ記号 B で表す. アーベル逆変換は (3)より
f = A−1(F ) = cW 2

−(β+ 1
2
)
◦W 1

−(α−β)(F ) と分数微分作用素を用いて表される. この
分数微分作用素をユークリッド空間上の分数微分作用素（積分作用素で言えば, (4)

の cosh σs− cosh σxを s− xに, d cosh σsを dsに変えたもの）で表すことができ,

次の様になる. 詳しくは [8]を参照されたい. β + 1
2
= m+ µ, α− β = m′ + µ′ と整

数部分をm,m′, 残りの部分を 0 ≤ µ, µ′ < 1とし, 集合 Γ0,Γ1を
Γ0 = {k + µ+ µ′ | 1m+m′ ≤ k ≤ m+m′}
Γ1 = {k, k + µ, k + µ′ | 1m+m′ ≤ k ≤ m+m′}

と定める. ここで ℓ = 0のとき, 1ℓ = 0で, その他のときは 1ℓ = 1である. また
µ = µ′ = 0のときは Γ1 = ∅である. このとき関数 Aγ(x), γ ∈ Γ = Γ0 ∪ Γ1, と
Aγ(x, s), γ ∈ Γ1, が存在し, x ∈ R+に対して

f(x) =
eρx

∆(x)

( ∑
γ∈Γ0

Aγ(x)W
R
−γ(F )(x) (5)

+
∑
γ∈Γ1

Aγ(x)

∫ ∞

x

WR
−γ(F )(s)Aγ(x, s)ds

)
,

となる. ただしAγ(x) = O((tanh x)γ) であり, またある 0 < ξγ < 1が存在して

Aγ(x, s) =
tanh(s− x)

(s− x)1+ξγ

(tanh x)ξγ

tanh s
B(x, s).

と書ける. このとき∫ ∞

x

Aγ(x, s)ds ≤ c0 for all x > 0,

∫ s

0

Aγ(x, s)dx ≤ c0 for all s > 0. (6)

となることに注意する.

2 実ハーディ空間
前節の (5), (6)に注意すれば, F = A(f)としたとき

∥f∥L1(∆) ≤
∑
γ∈Γ

c∥eρxWR
−γ(F )∥L1

wγ
(R+)

3

と分

数微分作用素を用いて表される．この分数微分作用素をユークリッド空間上の分数微分作用素（積分作

用素で言えば，（4）の cosh σs−cosh σx を s−x に，d cosh σs を ds に変えたもの）で表すことができ，

次の様になる．詳しくは［8］を参照されたい．

である. µ ∈ Cに解析接続でき, µ < 0のときは, 分数微分作用素である. 積分核
A(x, s)の具体形は

A(x, s) = c(sinh 2s)(cosh s)β−
1
2 (cosh s− cosh x)α−

1
2

× F (1
2
+ β, 1

2
− β, α + 1

2
;
cosh s− cosh x

2 cosh s
)

= eρs(tanh s)α+
1
2 tanh(s− x)α−

1
2B(x, s)

となる. ここで B(x, s)は, x, sに関して滑らかで微分を含めて有界な関数であ
る. 以下ではこのような関数を同じ記号 B で表す. アーベル逆変換は (3)より
f = A−1(F ) = cW 2

−(β+ 1
2
)
◦W 1

−(α−β)(F ) と分数微分作用素を用いて表される. この
分数微分作用素をユークリッド空間上の分数微分作用素（積分作用素で言えば, (4)

の cosh σs− cosh σxを s− xに, d cosh σsを dsに変えたもの）で表すことができ,

次の様になる. 詳しくは [8]を参照されたい. β + 1
2
= m+ µ, α− β = m′ + µ′ と整

数部分をm,m′, 残りの部分を 0 ≤ µ, µ′ < 1とし, 集合 Γ0,Γ1を
Γ0 = {k + µ+ µ′ | 1m+m′ ≤ k ≤ m+m′}
Γ1 = {k, k + µ, k + µ′ | 1m+m′ ≤ k ≤ m+m′}

と定める. ここで ℓ = 0のとき, 1ℓ = 0で, その他のときは 1ℓ = 1である. また
µ = µ′ = 0のときは Γ1 = ∅である. このとき関数 Aγ(x), γ ∈ Γ = Γ0 ∪ Γ1, と
Aγ(x, s), γ ∈ Γ1, が存在し, x ∈ R+に対して
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( ∑
γ∈Γ0

Aγ(x)W
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−γ(F )(x) (5)

+
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γ∈Γ1

Aγ(x)

∫ ∞

x
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−γ(F )(s)Aγ(x, s)ds

)
,

となる. ただしAγ(x) = O((tanh x)γ) であり, またある 0 < ξγ < 1が存在して

Aγ(x, s) =
tanh(s− x)

(s− x)1+ξγ

(tanh x)ξγ

tanh s
B(x, s).

と書ける. このとき∫ ∞
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Aγ(x, s)ds ≤ c0 for all x > 0,

∫ s

0

Aγ(x, s)dx ≤ c0 for all s > 0. (6)

となることに注意する.
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+
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となる. ただしAγ(x) = O((tanh x)γ) であり, またある 0 < ξγ < 1が存在して

Aγ(x, s) =
tanh(s− x)

(s− x)1+ξγ

(tanh x)ξγ

tanh s
B(x, s).

と書ける. このとき∫ ∞

x

Aγ(x, s)ds ≤ c0 for all x > 0,

∫ s

0

Aγ(x, s)dx ≤ c0 for all s > 0. (6)

となることに注意する.
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に対して
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となる．ただし Aγ（x） = O（（tanh x）γ）であり，またある 0 < ξγ < 1 が存在して

と書ける．このとき
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となることに注意する．
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1
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となる. ここで B(x, s)は, x, sに関して滑らかで微分を含めて有界な関数であ
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−(β+ 1
2
)
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−(α−β)(F ) と分数微分作用素を用いて表される. この
分数微分作用素をユークリッド空間上の分数微分作用素（積分作用素で言えば, (4)

の cosh σs− cosh σxを s− xに, d cosh σsを dsに変えたもの）で表すことができ,

次の様になる. 詳しくは [8]を参照されたい. β + 1
2
= m+ µ, α− β = m′ + µ′ と整

数部分をm,m′, 残りの部分を 0 ≤ µ, µ′ < 1とし, 集合 Γ0,Γ1を
Γ0 = {k + µ+ µ′ | 1m+m′ ≤ k ≤ m+m′}
Γ1 = {k, k + µ, k + µ′ | 1m+m′ ≤ k ≤ m+m′}

と定める. ここで ℓ = 0のとき, 1ℓ = 0で, その他のときは 1ℓ = 1である. また
µ = µ′ = 0のときは Γ1 = ∅である. このとき関数 Aγ(x), γ ∈ Γ = Γ0 ∪ Γ1, と
Aγ(x, s), γ ∈ Γ1, が存在し, x ∈ R+に対して

f(x) =
eρx

∆(x)

( ∑
γ∈Γ0

Aγ(x)W
R
−γ(F )(x) (5)

+
∑
γ∈Γ1

Aγ(x)

∫ ∞

x

WR
−γ(F )(s)Aγ(x, s)ds

)
,

となる. ただしAγ(x) = O((tanh x)γ) であり, またある 0 < ξγ < 1が存在して

Aγ(x, s) =
tanh(s− x)

(s− x)1+ξγ

(tanh x)ξγ

tanh s
B(x, s).

と書ける. このとき∫ ∞

x

Aγ(x, s)ds ≤ c0 for all x > 0,

∫ s

0

Aγ(x, s)dx ≤ c0 for all s > 0. (6)

となることに注意する.

2 実ハーディ空間
前節の (5), (6)に注意すれば, F = A(f)としたとき

∥f∥L1(∆) ≤
∑
γ∈Γ

c∥eρxWR
−γ(F )∥L1

wγ
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としたとき

である．ただし wγ（x） = ¦tanh x¦γであり，である. ただしwγ(x) = | tanh x|γであり, L1
wγ
(R+) は R+上のwγ-重み付き L1空

間である. 逆も示すことができ, 次の定理を得る.

定理 2.1. f ∈ L1(∆)のアーベル変換を F = A(f)とすれば

∥f∥L1(∆) ∼
∑
γ∈Γ

∥eρxWR
−γ(F )∥L1

wγ
(R+) ∼ ∥eρxWR

−γα(F )∥L1
wγα

(R+).

この定理に現れる γαは Γ = Γ0 ∪ Γ1の最大値であり, 以下ではその整数部分を n,

残りの部分を 0 ≤ δ < 1とする.

γα = maxΓ = (β + 1
2
) + (α− β) = α + 1

2
= n+ δ.

次に実ハーディ空間H1(∆)を定義する. ユークリッド空間における実ハーディ
空間に関しては, いろいろな導入方法があり, それらは同値となる. ここでは動径
最大関数を用いる方法をヤコビハイパー群に拡張することにより, H1(∆)を定義
する. 詳しくは [7], [8]を参照されたい. g ∈ C∞

c (∆)でもって [−1, 1]に台をもち,

g(x) = O(x2M), M ≥ 2,

∫ ∞

0

g(x)∆(x)dx = 1,

∫ ∞

0

g(x)x∆(x)dx ≤ 1
4
をみたすも

のを固定する. ここで t > 0に対して gの膨張 gtを

gt(x) =
1

t∆(x)
g(
x

t
)∆(

x

t
). (7)

と定義する. 明らかに gtの台は [−t, t]であり, ∥gt∥L1(∆) = ∥g∥L1(∆)である. ユーク
リッド空間のときと同様に, gtは Lp(∆), 1 ≤ p ≤ ∞, との畳み込みにおいて, 1の
近似を与える. 以下の議論では次の性質が重要となる.

補題 2.2. λ ∈ R, t > 0に対して, |ĝt(λ + iρ)| → 1 if |tλ| → 0 となる. また
|ĝt(λ+ iρ)| ≥ 1

2
if |tλ| ≤ 2である.

補題 2.3. Gt = A(gt)とすれば, n ∈ Nと λ ∈ Rに対して
∣∣∣
( d

dλ

)n

(eρxGt)∼(λ)
∣∣∣ ∼ ctn(1 + |tλ|)−(2M+γα).

(7)で定めた膨張を用いて, 動径最大作用素 Mgを

Mgf(x) = sup
t>0

|f ∗ gt(x)|

で定義する. 容易にMgは最大定理を満たす. すなわち 1 < p ≤ ∞に対して, Mg

はLp(∆)有界であり, p = 1のときは, 弱L1評価を満たす. ユークリッド空間のと
きと同様に,このMgを用いてH1(∆)を次のように定義する.

定義 2.4. Mgf ∈ L1(∆)となる f ∈ L1
loc(∆)の全体をH1(∆)とし, そのノルムを

∥f∥H1(∆) = ∥Mgf∥L1(∆)とする.

4
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wγ
(R+) は R+上のwγ-重み付き L1空
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γα = maxΓ = (β + 1
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2
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∫ ∞
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g(x)∆(x)dx = 1,

∫ ∞

0
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をみたすも

のを固定する. ここで t > 0に対して gの膨張 gtを
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と定義する. 明らかに gtの台は [−t, t]であり, ∥gt∥L1(∆) = ∥g∥L1(∆)である. ユーク
リッド空間のときと同様に, gtは Lp(∆), 1 ≤ p ≤ ∞, との畳み込みにおいて, 1の
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補題 2.2. λ ∈ R, t > 0に対して, |ĝt(λ + iρ)| → 1 if |tλ| → 0 となる. また
|ĝt(λ+ iρ)| ≥ 1

2
if |tλ| ≤ 2である.

補題 2.3. Gt = A(gt)とすれば, n ∈ Nと λ ∈ Rに対して
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( d

dλ

)n

(eρxGt)∼(λ)
∣∣∣ ∼ ctn(1 + |tλ|)−(2M+γα).

(7)で定めた膨張を用いて, 動径最大作用素 Mgを

Mgf(x) = sup
t>0

|f ∗ gt(x)|

で定義する. 容易にMgは最大定理を満たす. すなわち 1 < p ≤ ∞に対して, Mg

はLp(∆)有界であり, p = 1のときは, 弱L1評価を満たす. ユークリッド空間のと
きと同様に,このMgを用いてH1(∆)を次のように定義する.

定義 2.4. Mgf ∈ L1(∆)となる f ∈ L1
loc(∆)の全体をH1(∆)とし, そのノルムを

∥f∥H1(∆) = ∥Mgf∥L1(∆)とする.

4

上の wγ-重み付き L1 空間である．逆も示す

ことができ，次の定理を得る．

定理 2.1.　f ∈ L1（Δ）のアーベル変換を F =

である. µ ∈ Cに解析接続でき, µ < 0のときは, 分数微分作用素である. 積分核
A(x, s)の具体形は

A(x, s) = c(sinh 2s)(cosh s)β−
1
2 (cosh s− cosh x)α−

1
2

× F (1
2
+ β, 1

2
− β, α + 1

2
;
cosh s− cosh x

2 cosh s
)

= eρs(tanh s)α+
1
2 tanh(s− x)α−
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2B(x, s)

となる. ここで B(x, s)は, x, sに関して滑らかで微分を含めて有界な関数であ
る. 以下ではこのような関数を同じ記号 B で表す. アーベル逆変換は (3)より
f = A−1(F ) = cW 2

−(β+ 1
2
)
◦W 1

−(α−β)(F ) と分数微分作用素を用いて表される. この
分数微分作用素をユークリッド空間上の分数微分作用素（積分作用素で言えば, (4)

の cosh σs− cosh σxを s− xに, d cosh σsを dsに変えたもの）で表すことができ,

次の様になる. 詳しくは [8]を参照されたい. β + 1
2
= m+ µ, α− β = m′ + µ′ と整

数部分をm,m′, 残りの部分を 0 ≤ µ, µ′ < 1とし, 集合 Γ0,Γ1を
Γ0 = {k + µ+ µ′ | 1m+m′ ≤ k ≤ m+m′}
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と定める. ここで ℓ = 0のとき, 1ℓ = 0で, その他のときは 1ℓ = 1である. また
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と書ける. このとき∫ ∞

x

Aγ(x, s)ds ≤ c0 for all x > 0,

∫ s

0

Aγ(x, s)dx ≤ c0 for all s > 0. (6)

となることに注意する.
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となる. ただしAγ(x) = O((tanh x)γ) であり, またある 0 < ξγ < 1が存在して
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となることに注意する.

2 実ハーディ空間
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である. µ ∈ Cに解析接続でき, µ < 0のときは, 分数微分作用素である. 積分核
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と定める. ここで ℓ = 0のとき, 1ℓ = 0で, その他のときは 1ℓ = 1である. また
µ = µ′ = 0のときは Γ1 = ∅である. このとき関数 Aγ(x), γ ∈ Γ = Γ0 ∪ Γ1, と
Aγ(x, s), γ ∈ Γ1, が存在し, x ∈ R+に対して

f(x) =
eρx

∆(x)

( ∑
γ∈Γ0

Aγ(x)W
R
−γ(F )(x) (5)

+
∑
γ∈Γ1

Aγ(x)

∫ ∞

x

WR
−γ(F )(s)Aγ(x, s)ds

)
,

となる. ただしAγ(x) = O((tanh x)γ) であり, またある 0 < ξγ < 1が存在して

Aγ(x, s) =
tanh(s− x)

(s− x)1+ξγ

(tanh x)ξγ

tanh s
B(x, s).

と書ける. このとき∫ ∞

x

Aγ(x, s)ds ≤ c0 for all x > 0,

∫ s

0

Aγ(x, s)dx ≤ c0 for all s > 0. (6)

となることに注意する.

2 実ハーディ空間
前節の (5), (6)に注意すれば, F = A(f)としたとき

∥f∥L1(∆) ≤
∑
γ∈Γ

c∥eρxWR
−γ(F )∥L1

wγ
(R+)

3

である. µ ∈ Cに解析接続でき, µ < 0のときは, 分数微分作用素である. 積分核
A(x, s)の具体形は

A(x, s) = c(sinh 2s)(cosh s)β−
1
2 (cosh s− cosh x)α−

1
2

× F (1
2
+ β, 1

2
− β, α + 1

2
;
cosh s− cosh x

2 cosh s
)

= eρs(tanh s)α+
1
2 tanh(s− x)α−

1
2B(x, s)

となる. ここで B(x, s)は, x, sに関して滑らかで微分を含めて有界な関数であ
る. 以下ではこのような関数を同じ記号 B で表す. アーベル逆変換は (3)より
f = A−1(F ) = cW 2

−(β+ 1
2
)
◦W 1

−(α−β)(F ) と分数微分作用素を用いて表される. この
分数微分作用素をユークリッド空間上の分数微分作用素（積分作用素で言えば, (4)

の cosh σs− cosh σxを s− xに, d cosh σsを dsに変えたもの）で表すことができ,

次の様になる. 詳しくは [8]を参照されたい. β + 1
2
= m+ µ, α− β = m′ + µ′ と整

数部分をm,m′, 残りの部分を 0 ≤ µ, µ′ < 1とし, 集合 Γ0,Γ1を
Γ0 = {k + µ+ µ′ | 1m+m′ ≤ k ≤ m+m′}
Γ1 = {k, k + µ, k + µ′ | 1m+m′ ≤ k ≤ m+m′}

と定める. ここで ℓ = 0のとき, 1ℓ = 0で, その他のときは 1ℓ = 1である. また
µ = µ′ = 0のときは Γ1 = ∅である. このとき関数 Aγ(x), γ ∈ Γ = Γ0 ∪ Γ1, と
Aγ(x, s), γ ∈ Γ1, が存在し, x ∈ R+に対して

f(x) =
eρx

∆(x)

( ∑
γ∈Γ0

Aγ(x)W
R
−γ(F )(x) (5)

+
∑
γ∈Γ1

Aγ(x)

∫ ∞

x

WR
−γ(F )(s)Aγ(x, s)ds

)
,

となる. ただしAγ(x) = O((tanh x)γ) であり, またある 0 < ξγ < 1が存在して

Aγ(x, s) =
tanh(s− x)

(s− x)1+ξγ

(tanh x)ξγ

tanh s
B(x, s).

と書ける. このとき∫ ∞

x

Aγ(x, s)ds ≤ c0 for all x > 0,

∫ s

0

Aγ(x, s)dx ≤ c0 for all s > 0. (6)

となることに注意する.

2 実ハーディ空間
前節の (5), (6)に注意すれば, F = A(f)としたとき

∥f∥L1(∆) ≤
∑
γ∈Γ

c∥eρxWR
−γ(F )∥L1

wγ
(R+)

3

である. µ ∈ Cに解析接続でき, µ < 0のときは, 分数微分作用素である. 積分核
A(x, s)の具体形は

A(x, s) = c(sinh 2s)(cosh s)β−
1
2 (cosh s− cosh x)α−

1
2

× F (1
2
+ β, 1

2
− β, α + 1

2
;
cosh s− cosh x

2 cosh s
)

= eρs(tanh s)α+
1
2 tanh(s− x)α−

1
2B(x, s)

となる. ここで B(x, s)は, x, sに関して滑らかで微分を含めて有界な関数であ
る. 以下ではこのような関数を同じ記号 B で表す. アーベル逆変換は (3)より
f = A−1(F ) = cW 2

−(β+ 1
2
)
◦W 1

−(α−β)(F ) と分数微分作用素を用いて表される. この
分数微分作用素をユークリッド空間上の分数微分作用素（積分作用素で言えば, (4)

の cosh σs− cosh σxを s− xに, d cosh σsを dsに変えたもの）で表すことができ,

次の様になる. 詳しくは [8]を参照されたい. β + 1
2
= m+ µ, α− β = m′ + µ′ と整

数部分をm,m′, 残りの部分を 0 ≤ µ, µ′ < 1とし, 集合 Γ0,Γ1を
Γ0 = {k + µ+ µ′ | 1m+m′ ≤ k ≤ m+m′}
Γ1 = {k, k + µ, k + µ′ | 1m+m′ ≤ k ≤ m+m′}

と定める. ここで ℓ = 0のとき, 1ℓ = 0で, その他のときは 1ℓ = 1である. また
µ = µ′ = 0のときは Γ1 = ∅である. このとき関数 Aγ(x), γ ∈ Γ = Γ0 ∪ Γ1, と
Aγ(x, s), γ ∈ Γ1, が存在し, x ∈ R+に対して

f(x) =
eρx

∆(x)

( ∑
γ∈Γ0

Aγ(x)W
R
−γ(F )(x) (5)

+
∑
γ∈Γ1

Aγ(x)

∫ ∞

x

WR
−γ(F )(s)Aγ(x, s)ds

)
,

となる. ただしAγ(x) = O((tanh x)γ) であり, またある 0 < ξγ < 1が存在して

Aγ(x, s) =
tanh(s− x)

(s− x)1+ξγ

(tanh x)ξγ

tanh s
B(x, s).

と書ける. このとき∫ ∞

x

Aγ(x, s)ds ≤ c0 for all x > 0,

∫ s

0

Aγ(x, s)dx ≤ c0 for all s > 0. (6)

となることに注意する.

2 実ハーディ空間
前節の (5), (6)に注意すれば, F = A(f)としたとき

∥f∥L1(∆) ≤
∑
γ∈Γ

c∥eρxWR
−γ(F )∥L1

wγ
(R+)

3

である. µ ∈ Cに解析接続でき, µ < 0のときは, 分数微分作用素である. 積分核
A(x, s)の具体形は

A(x, s) = c(sinh 2s)(cosh s)β−
1
2 (cosh s− cosh x)α−

1
2

× F (1
2
+ β, 1

2
− β, α + 1

2
;
cosh s− cosh x

2 cosh s
)

= eρs(tanh s)α+
1
2 tanh(s− x)α−

1
2B(x, s)

となる. ここで B(x, s)は, x, sに関して滑らかで微分を含めて有界な関数であ
る. 以下ではこのような関数を同じ記号 B で表す. アーベル逆変換は (3)より
f = A−1(F ) = cW 2

−(β+ 1
2
)
◦W 1

−(α−β)(F ) と分数微分作用素を用いて表される. この
分数微分作用素をユークリッド空間上の分数微分作用素（積分作用素で言えば, (4)

の cosh σs− cosh σxを s− xに, d cosh σsを dsに変えたもの）で表すことができ,

次の様になる. 詳しくは [8]を参照されたい. β + 1
2
= m+ µ, α− β = m′ + µ′ と整

数部分をm,m′, 残りの部分を 0 ≤ µ, µ′ < 1とし, 集合 Γ0,Γ1を
Γ0 = {k + µ+ µ′ | 1m+m′ ≤ k ≤ m+m′}
Γ1 = {k, k + µ, k + µ′ | 1m+m′ ≤ k ≤ m+m′}

と定める. ここで ℓ = 0のとき, 1ℓ = 0で, その他のときは 1ℓ = 1である. また
µ = µ′ = 0のときは Γ1 = ∅である. このとき関数 Aγ(x), γ ∈ Γ = Γ0 ∪ Γ1, と
Aγ(x, s), γ ∈ Γ1, が存在し, x ∈ R+に対して

f(x) =
eρx

∆(x)

( ∑
γ∈Γ0

Aγ(x)W
R
−γ(F )(x) (5)

+
∑
γ∈Γ1

Aγ(x)

∫ ∞

x

WR
−γ(F )(s)Aγ(x, s)ds

)
,

となる. ただしAγ(x) = O((tanh x)γ) であり, またある 0 < ξγ < 1が存在して

Aγ(x, s) =
tanh(s− x)

(s− x)1+ξγ

(tanh x)ξγ

tanh s
B(x, s).

と書ける. このとき∫ ∞
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0
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前節の (5), (6)に注意すれば, F = A(f)としたとき

∥f∥L1(∆) ≤
∑
γ∈Γ

c∥eρxWR
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3
である. ただしwγ(x) = | tanh x|γであり, L1

wγ
(R+) は R+上のwγ-重み付き L1空

間である. 逆も示すことができ, 次の定理を得る.

定理 2.1. f ∈ L1(∆)のアーベル変換を F = A(f)とすれば

∥f∥L1(∆) ∼
∑
γ∈Γ

∥eρxWR
−γ(F )∥L1

wγ
(R+) ∼ ∥eρxWR

−γα(F )∥L1
wγα

(R+).

この定理に現れる γαは Γ = Γ0 ∪ Γ1の最大値であり, 以下ではその整数部分を n,

残りの部分を 0 ≤ δ < 1とする.

γα = maxΓ = (β + 1
2
) + (α− β) = α + 1

2
= n+ δ.

次に実ハーディ空間H1(∆)を定義する. ユークリッド空間における実ハーディ
空間に関しては, いろいろな導入方法があり, それらは同値となる. ここでは動径
最大関数を用いる方法をヤコビハイパー群に拡張することにより, H1(∆)を定義
する. 詳しくは [7], [8]を参照されたい. g ∈ C∞

c (∆)でもって [−1, 1]に台をもち,

g(x) = O(x2M), M ≥ 2,

∫ ∞

0

g(x)∆(x)dx = 1,

∫ ∞

0

g(x)x∆(x)dx ≤ 1
4
をみたすも

のを固定する. ここで t > 0に対して gの膨張 gtを

gt(x) =
1

t∆(x)
g(
x

t
)∆(

x

t
). (7)

と定義する. 明らかに gtの台は [−t, t]であり, ∥gt∥L1(∆) = ∥g∥L1(∆)である. ユーク
リッド空間のときと同様に, gtは Lp(∆), 1 ≤ p ≤ ∞, との畳み込みにおいて, 1の
近似を与える. 以下の議論では次の性質が重要となる.

補題 2.2. λ ∈ R, t > 0に対して, |ĝt(λ + iρ)| → 1 if |tλ| → 0 となる. また
|ĝt(λ+ iρ)| ≥ 1

2
if |tλ| ≤ 2である.

補題 2.3. Gt = A(gt)とすれば, n ∈ Nと λ ∈ Rに対して
∣∣∣
( d

dλ

)n

(eρxGt)∼(λ)
∣∣∣ ∼ ctn(1 + |tλ|)−(2M+γα).

(7)で定めた膨張を用いて, 動径最大作用素 Mgを

Mgf(x) = sup
t>0

|f ∗ gt(x)|

で定義する. 容易にMgは最大定理を満たす. すなわち 1 < p ≤ ∞に対して, Mg

はLp(∆)有界であり, p = 1のときは, 弱L1評価を満たす. ユークリッド空間のと
きと同様に,このMgを用いてH1(∆)を次のように定義する.

定義 2.4. Mgf ∈ L1(∆)となる f ∈ L1
loc(∆)の全体をH1(∆)とし, そのノルムを

∥f∥H1(∆) = ∥Mgf∥L1(∆)とする.

4
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補題 2.2. λ ∈ R, t > 0に対して, |ĝt(λ + iρ)| → 1 if |tλ| → 0 となる. また
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はLp(∆)有界であり, p = 1のときは, 弱L1評価を満たす. ユークリッド空間のと
きと同様に,このMgを用いてH1(∆)を次のように定義する.

定義 2.4. Mgf ∈ L1(∆)となる f ∈ L1
loc(∆)の全体をH1(∆)とし, そのノルムを

∥f∥H1(∆) = ∥Mgf∥L1(∆)とする.
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，
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wγ
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2
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次に実ハーディ空間H1(∆)を定義する. ユークリッド空間における実ハーディ
空間に関しては, いろいろな導入方法があり, それらは同値となる. ここでは動径
最大関数を用いる方法をヤコビハイパー群に拡張することにより, H1(∆)を定義
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c (∆)でもって [−1, 1]に台をもち,
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と定義する. 明らかに gtの台は [−t, t]であり, ∥gt∥L1(∆) = ∥g∥L1(∆)である. ユーク
リッド空間のときと同様に, gtは Lp(∆), 1 ≤ p ≤ ∞, との畳み込みにおいて, 1の
近似を与える. 以下の議論では次の性質が重要となる.
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|ĝt(λ+ iρ)| ≥ 1

2
if |tλ| ≤ 2である.

補題 2.3. Gt = A(gt)とすれば, n ∈ Nと λ ∈ Rに対して
∣∣∣
( d

dλ

)n

(eρxGt)∼(λ)
∣∣∣ ∼ ctn(1 + |tλ|)−(2M+γα).

(7)で定めた膨張を用いて, 動径最大作用素 Mgを

Mgf(x) = sup
t>0

|f ∗ gt(x)|

で定義する. 容易にMgは最大定理を満たす. すなわち 1 < p ≤ ∞に対して, Mg

はLp(∆)有界であり, p = 1のときは, 弱L1評価を満たす. ユークリッド空間のと
きと同様に,このMgを用いてH1(∆)を次のように定義する.

定義 2.4. Mgf ∈ L1(∆)となる f ∈ L1
loc(∆)の全体をH1(∆)とし, そのノルムを

∥f∥H1(∆) = ∥Mgf∥L1(∆)とする.

4

に対して

（7）で定めた膨張を用いて，動径最大作用素Mg を

で定義する．容易にMgは最大定理を満たす．すなわち 1 < p ≤ ∞に対して，Mgは Lp（Δ）有界であり，

p＝1のときは，弱 L1評価を満たす．ユークリッド空間のときと同様に，このMgを用いて H1（Δ）を次

のように定義する．

定義 2.4.　Mgf ∈ L1（Δ）となる f ∈

である. ただしwγ(x) = | tanh x|γであり, L1
wγ
(R+) は R+上のwγ-重み付き L1空

間である. 逆も示すことができ, 次の定理を得る.

定理 2.1. f ∈ L1(∆)のアーベル変換を F = A(f)とすれば

∥f∥L1(∆) ∼
∑
γ∈Γ

∥eρxWR
−γ(F )∥L1

wγ
(R+) ∼ ∥eρxWR

−γα(F )∥L1
wγα

(R+).

この定理に現れる γαは Γ = Γ0 ∪ Γ1の最大値であり, 以下ではその整数部分を n,

残りの部分を 0 ≤ δ < 1とする.

γα = maxΓ = (β + 1
2
) + (α− β) = α + 1

2
= n+ δ.

次に実ハーディ空間H1(∆)を定義する. ユークリッド空間における実ハーディ
空間に関しては, いろいろな導入方法があり, それらは同値となる. ここでは動径
最大関数を用いる方法をヤコビハイパー群に拡張することにより, H1(∆)を定義
する. 詳しくは [7], [8]を参照されたい. g ∈ C∞

c (∆)でもって [−1, 1]に台をもち,

g(x) = O(x2M), M ≥ 2,

∫ ∞

0

g(x)∆(x)dx = 1,

∫ ∞

0

g(x)x∆(x)dx ≤ 1
4
をみたすも

のを固定する. ここで t > 0に対して gの膨張 gtを

gt(x) =
1

t∆(x)
g(
x

t
)∆(

x

t
). (7)

と定義する. 明らかに gtの台は [−t, t]であり, ∥gt∥L1(∆) = ∥g∥L1(∆)である. ユーク
リッド空間のときと同様に, gtは Lp(∆), 1 ≤ p ≤ ∞, との畳み込みにおいて, 1の
近似を与える. 以下の議論では次の性質が重要となる.
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ユークリッド空間の場合と同様にMgは最大定理の逆も満たすので
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である. ここでH1(∆)にアーベル変換Aを作用させることにより, H1(∆)をユー
クリッド空間の実ハーディ空間と関連付ける. (5)を f ∗ gtに適用し, (2)を用いる.

F = A(f), Gt = A(gt)とすれば
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を得る. 定理 2.1の証明と同様に, 逆の評価を得ることができ, 最終的に
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−γα(F ))⊛ (eρxGt)(x)|wγα(x)dx

となる. ここで補題 2.3に注目する. この補題は eρxGtのフーリエ変換が, ユーク
リッド空間における膨張関数のフーリエ変換と同じ性質を満たすことを示してい
る. もしある関数がΨが存在して, eρxGt = Ψt （右辺はユークリッド空間におけ
る膨張）と書くことができれば

∥f∥H1(∆) = ∥Mgf∥L1(∆)

∼
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sup
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(R+)

となる. ただしMR
Ψ はユークリッド空間の動径最大作用素である. 実際はΨは存

在しないが, exGt(x)は, [4], 1章Dで定義されたノルム ∥ · ∥(1)を有限とする. この
ことからユーグリッド空間における実ハーディ空間の構成を, フーリエ変換をとっ
た形の議論で行えば上述の計算は正当化される. [4], 2章, [7], 定理 8.6を参照され
たい. 以上により次の定理を得る.
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を得る. 定理 2.1の証明と同様に, 逆の評価を得ることができ, 最終的に

∥f∥H1(∆) ∼
∫ ∞

0

sup
t>0

|(eρxWR
−γα(F ))⊛ (eρxGt)(x)|wγα(x)dx

となる. ここで補題 2.3に注目する. この補題は eρxGtのフーリエ変換が, ユーク
リッド空間における膨張関数のフーリエ変換と同じ性質を満たすことを示してい
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定義 2.4. Mgf ∈ L1(∆)となる f ∈ L1
loc(∆)の全体をH1(∆)とし, そのノルムを

∥f∥H1(∆) = ∥Mgf∥L1(∆)とする.

4

である. ただしwγ(x) = | tanh x|γであり, L1
wγ
(R+) は R+上のwγ-重み付き L1空

間である. 逆も示すことができ, 次の定理を得る.

定理 2.1. f ∈ L1(∆)のアーベル変換を F = A(f)とすれば

∥f∥L1(∆) ∼
∑
γ∈Γ

∥eρxWR
−γ(F )∥L1

wγ
(R+) ∼ ∥eρxWR

−γα(F )∥L1
wγα

(R+).

この定理に現れる γαは Γ = Γ0 ∪ Γ1の最大値であり, 以下ではその整数部分を n,

残りの部分を 0 ≤ δ < 1とする.

γα = maxΓ = (β + 1
2
) + (α− β) = α + 1

2
= n+ δ.

次に実ハーディ空間H1(∆)を定義する. ユークリッド空間における実ハーディ
空間に関しては, いろいろな導入方法があり, それらは同値となる. ここでは動径
最大関数を用いる方法をヤコビハイパー群に拡張することにより, H1(∆)を定義
する. 詳しくは [7], [8]を参照されたい. g ∈ C∞

c (∆)でもって [−1, 1]に台をもち,

g(x) = O(x2M), M ≥ 2,

∫ ∞

0

g(x)∆(x)dx = 1,

∫ ∞

0

g(x)x∆(x)dx ≤ 1
4
をみたすも

のを固定する. ここで t > 0に対して gの膨張 gtを

gt(x) =
1

t∆(x)
g(
x

t
)∆(

x

t
). (7)

と定義する. 明らかに gtの台は [−t, t]であり, ∥gt∥L1(∆) = ∥g∥L1(∆)である. ユーク
リッド空間のときと同様に, gtは Lp(∆), 1 ≤ p ≤ ∞, との畳み込みにおいて, 1の
近似を与える. 以下の議論では次の性質が重要となる.
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補題 2.2. λ ∈ R, t > 0に対して, |ĝt(λ + iρ)| → 1 if |tλ| → 0 となる. また
|ĝt(λ+ iρ)| ≥ 1

2
if |tλ| ≤ 2である.

補題 2.3. Gt = A(gt)とすれば, n ∈ Nと λ ∈ Rに対して
∣∣∣
( d

dλ

)n

(eρxGt)∼(λ)
∣∣∣ ∼ ctn(1 + |tλ|)−(2M+γα).

(7)で定めた膨張を用いて, 動径最大作用素 Mgを

Mgf(x) = sup
t>0

|f ∗ gt(x)|

で定義する. 容易にMgは最大定理を満たす. すなわち 1 < p ≤ ∞に対して, Mg

はLp(∆)有界であり, p = 1のときは, 弱L1評価を満たす. ユークリッド空間のと
きと同様に,このMgを用いてH1(∆)を次のように定義する.

定義 2.4. Mgf ∈ L1(∆)となる f ∈ L1
loc(∆)の全体をH1(∆)とし, そのノルムを

∥f∥H1(∆) = ∥Mgf∥L1(∆)とする.

4

である. ただしwγ(x) = | tanh x|γであり, L1
wγ
(R+) は R+上のwγ-重み付き L1空

間である. 逆も示すことができ, 次の定理を得る.

定理 2.1. f ∈ L1(∆)のアーベル変換を F = A(f)とすれば

∥f∥L1(∆) ∼
∑
γ∈Γ

∥eρxWR
−γ(F )∥L1

wγ
(R+) ∼ ∥eρxWR

−γα(F )∥L1
wγα

(R+).

この定理に現れる γαは Γ = Γ0 ∪ Γ1の最大値であり, 以下ではその整数部分を n,

残りの部分を 0 ≤ δ < 1とする.

γα = maxΓ = (β + 1
2
) + (α− β) = α + 1

2
= n+ δ.

次に実ハーディ空間H1(∆)を定義する. ユークリッド空間における実ハーディ
空間に関しては, いろいろな導入方法があり, それらは同値となる. ここでは動径
最大関数を用いる方法をヤコビハイパー群に拡張することにより, H1(∆)を定義
する. 詳しくは [7], [8]を参照されたい. g ∈ C∞

c (∆)でもって [−1, 1]に台をもち,

g(x) = O(x2M), M ≥ 2,

∫ ∞

0

g(x)∆(x)dx = 1,

∫ ∞

0

g(x)x∆(x)dx ≤ 1
4
をみたすも

のを固定する. ここで t > 0に対して gの膨張 gtを

gt(x) =
1

t∆(x)
g(
x

t
)∆(

x

t
). (7)

と定義する. 明らかに gtの台は [−t, t]であり, ∥gt∥L1(∆) = ∥g∥L1(∆)である. ユーク
リッド空間のときと同様に, gtは Lp(∆), 1 ≤ p ≤ ∞, との畳み込みにおいて, 1の
近似を与える. 以下の議論では次の性質が重要となる.

補題 2.2. λ ∈ R, t > 0に対して, |ĝt(λ + iρ)| → 1 if |tλ| → 0 となる. また
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4ユークリッド空間の場合と同様にMgは最大定理の逆も満たすので

H1(∆) ⊂ L1(∆).

である. ここでH1(∆)にアーベル変換Aを作用させることにより, H1(∆)をユー
クリッド空間の実ハーディ空間と関連付ける. (5)を f ∗ gtに適用し, (2)を用いる.
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となる. ここで補題 2.3に注目する. この補題は eρxGtのフーリエ変換が, ユーク
リッド空間における膨張関数のフーリエ変換と同じ性質を満たすことを示してい
る. もしある関数がΨが存在して, eρxGt = Ψt （右辺はユークリッド空間におけ
る膨張）と書くことができれば
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となる. ただしMR
Ψ はユークリッド空間の動径最大作用素である. 実際はΨは存

在しないが, exGt(x)は, [4], 1章Dで定義されたノルム ∥ · ∥(1)を有限とする. この
ことからユーグリッド空間における実ハーディ空間の構成を, フーリエ変換をとっ
た形の議論で行えば上述の計算は正当化される. [4], 2章, [7], 定理 8.6を参照され
たい. 以上により次の定理を得る.
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ことからユーグリッド空間における実ハーディ空間の構成を, フーリエ変換をとっ
た形の議論で行えば上述の計算は正当化される. [4], 2章, [7], 定理 8.6を参照され
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に属する

ことで定義した．ここで

ただし Vℓ（x, s）=ただし Vℓ(x, s) =
1− e−ρ(s−x)

(s− x)µ+1
, と書けることに注意する. よって eρxWR

−γα(F )が
H1

wγα
(R) に属することは, すべての γ ∈ Γに対して, WR

−γ(e
ρxF )がH1

wγα
(R) に属

することと同値である. ここでトリーベル・リゾルキン空間 Ḟ s,w
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∥F∥Ḟ s,w
p,q

= ∥(
∑
Q

(|Q|−s|λQ|χ̃Q)
q)1/q∥Lp

w
< ∞, (10)

となる. ただし, χ̃Q = |Q|− 1
2χQは L2-ノルムで正規化されたQの特性関数である.

ここで s-滑らかアトムAQは有界閉区間Qに台をもち, 次の性質を満たす.

(i) suppAQ ⊂ Q,

(ii)

∫
AQ(x)dx = 0, (11)

(iii) ∥d
kAQ

dxk
∥∞ ≤ |Q|−

1
2
−k, 0 ≤ k ≤ [s+ 1]+.

これらの事実を用いると, 先の命題 3.1は次のように書き換えられる.

命題 3.2. f ∈ H1(∆)とすれば, eρxF (x)は, すべての γ ∈ Γに対して Ḟ
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∥eρxF∥Ḟ γ,wγ
1,2 (R) =

∑
γ∈Γ

∥(
∑
|Q|

(|Q|−γ|λQ|χ̃Q)
2)1/2∥L1

wγ
.

である. 逆に数列 {λQ}が上述の右辺を有限とし, その和を c{λQ}とすれば, f =

A−1(e−ρx
∑

Q λQAQ|R+) はH1(∆)に属し, ∥f∥H1(∆) ≤ c{λQ}である.

ここでヤコビハイパー群上のアトムを次のように導入する.

7

が

ただし Vℓ(x, s) =
1− e−ρ(s−x)

(s− x)µ+1
, と書けることに注意する. よって eρxWR

−γα(F )が
H1

wγα
(R) に属することは, すべての γ ∈ Γに対して, WR

−γ(e
ρxF )がH1

wγα
(R) に属

することと同値である. ここでトリーベル・リゾルキン空間 Ḟ s,w
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∥F∥Ḟ s,w
p,q

= ∥(
∑
Q

(|Q|−s|λQ|χ̃Q)
q)1/q∥Lp

w
< ∞, (10)

となる. ただし, χ̃Q = |Q|− 1
2χQは L2-ノルムで正規化されたQの特性関数である.

ここで s-滑らかアトムAQは有界閉区間Qに台をもち, 次の性質を満たす.

(i) suppAQ ⊂ Q,

(ii)

∫
AQ(x)dx = 0, (11)

(iii) ∥d
kAQ

dxk
∥∞ ≤ |Q|−

1
2
−k, 0 ≤ k ≤ [s+ 1]+.

これらの事実を用いると, 先の命題 3.1は次のように書き換えられる.

命題 3.2. f ∈ H1(∆)とすれば, eρxF (x)は, すべての γ ∈ Γに対して Ḟ
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∥F∥Ḟ s,w
p,q

= ∥(
∑
Q

(|Q|−s|λQ|χ̃Q)
q)1/q∥Lp

w
< ∞, (10)

となる. ただし, χ̃Q = |Q|− 1
2χQは L2-ノルムで正規化されたQの特性関数である.

ここで s-滑らかアトムAQは有界閉区間Qに台をもち, 次の性質を満たす.

(i) suppAQ ⊂ Q,

(ii)

∫
AQ(x)dx = 0, (11)

(iii) ∥d
kAQ

dxk
∥∞ ≤ |Q|−

1
2
−k, 0 ≤ k ≤ [s+ 1]+.

これらの事実を用いると, 先の命題 3.1は次のように書き換えられる.

命題 3.2. f ∈ H1(∆)とすれば, eρxF (x)は, すべての γ ∈ Γに対して Ḟ
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のアトム分解を用いる．［5］，定理 4.1,［1］，定理 5.8 を参

照されたい．アトムの定義は後述するとして，　　　　　　は

以上は膨張を (7)とした議論であるが, 新たな膨張として

g[t](x) = A−1(e−ρx(eρxA(g))t)

と定義する. 右辺の膨張はユークリッド空間の膨張である. この膨張を用いて最大
作用素M †

g を
M †

gf(x) = sup
t>0

|f ∗ g[t](x)|

と定義する. そして実ハーディ空間H1
† (∆)を, f ∈ L1

loc(∆)でM †
gf ∈ L1(∆)となる

もの全体とし,そのノルムを ∥f∥H1
† (∆) = ∥M †

gf∥L1(∆)とする. このとき eρxA(g[t]) =

(eρxA(g))t, となるので ψ(g) = eρxA(g)と置けば

eρxWR
−γ(A(f ∗ g[t])) = (eρxWR

−γ(F ))⊛ (eρxA(g))t. = (eρxWR
−γ(F ))⊛ ψt

となる. よって先の議論を繰り返せば ∥f∥H1
† (∆) ∼ ∥Mψ(e

ρxWR
−γα(F ))∥L1

wγα
(R+) で

ある.

定理 2.6. H1(∆) = H1
† (∆)であり, ∥ · ∥H1(∆) ∼ ∥ · ∥H1

† (∆)となる.

以上によりH1(∆)は, eρxWR
−γα(F )の最大関数のL1

wγα
(R+)-有界性で特徴付けら

れた. ユークリッド空間の実ハーディ空間は, 最大関数が L1関数となることで特
徴付けられるので, f ∈ H1(∆)となる必要十分条件は eρxWR

−γα(F ) ∈ H1
wγα

(R+)と
したいのだが, 半空間R+上の実ハーディ空間の定義には注意を要する. 通常はR+

上の関数Gで, G = G0|R+ , G0 ∈ H1
wγα
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M †

gf(x) = sup
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† (∆) = ∥M †
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+
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x

WR
−ℓ(e

ρxF )(s))Vℓ(x, s)ds,

6ただし Vℓ(x, s) =
1− e−ρ(s−x)

(s− x)µ+1
, と書けることに注意する. よって eρxWR

−γα(F )が
H1

wγα
(R) に属することは, すべての γ ∈ Γに対して, WR

−γ(e
ρxF )がH1

wγα
(R) に属

することと同値である. ここでトリーベル・リゾルキン空間 Ḟ s,w
p,q を導入する（[1],

[5]を参照）. Hp
w(R) = Ḟ 0,w

p,2 (R)であり, F ∈ Ḟ s+γ,w
p,q に対して, ∥WR

−γ(F )∥s,wp,q ∼
∥F∥s+γ,w

p,q である. このことから

命題 3.1. f ∈ H1(∆)となる必要十分条件は, F = A(f)が

eρxF (x) ∈ ∩
γ∈Γ

Ḟ
γ,wγ

1,2 (R)

となることであり, ∥f∥H1(∆) ∼
∑

γ∈Γ ∥eρxF∥Ḟ γ,wγ
1,2 (R) である.

ここでトリーベル・リゾルキン空間 Ḟ s,w
p,q のアトム分解を用いる. [5], 定理 4.1,

[1], 定理 5.8を参照されたい. アトムの定義は後述するとして, F ∈ Ḟ s,w
p,q (R)は

F =
∑
Q

λQAQ

と有界閉区間Qに台をもつ s-滑らかアトムの和に分解され

∥F∥Ḟ s,w
p,q

= ∥(
∑
Q

(|Q|−s|λQ|χ̃Q)
q)1/q∥Lp

w
< ∞, (10)

となる. ただし, χ̃Q = |Q|− 1
2χQは L2-ノルムで正規化されたQの特性関数である.

ここで s-滑らかアトムAQは有界閉区間Qに台をもち, 次の性質を満たす.

(i) suppAQ ⊂ Q,

(ii)

∫
AQ(x)dx = 0, (11)

(iii) ∥d
kAQ

dxk
∥∞ ≤ |Q|−

1
2
−k, 0 ≤ k ≤ [s+ 1]+.

これらの事実を用いると, 先の命題 3.1は次のように書き換えられる.

命題 3.2. f ∈ H1(∆)とすれば, eρxF (x)は, すべての γ ∈ Γに対して Ḟ
γ,wγ

1,2 (R)に
属し, γα-滑らかアトム分解 eρxF (x) =

∑
Q λQAQ(x)をもち

∥f∥H1
0 (∆) ∼

∑
γ∈Γ

∥eρxF∥Ḟ γ,wγ
1,2 (R) =

∑
γ∈Γ

∥(
∑
|Q|

(|Q|−γ|λQ|χ̃Q)
2)1/2∥L1

wγ
.

である. 逆に数列 {λQ}が上述の右辺を有限とし, その和を c{λQ}とすれば, f =

A−1(e−ρx
∑

Q λQAQ|R+) はH1(∆)に属し, ∥f∥H1(∆) ≤ c{λQ}である.

ここでヤコビハイパー群上のアトムを次のように導入する.
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p,q に対して, ∥WR

−γ(F )∥s,wp,q ∼
∥F∥s+γ,w

p,q である. このことから

命題 3.1. f ∈ H1(∆)となる必要十分条件は, F = A(f)が

eρxF (x) ∈ ∩
γ∈Γ

Ḟ
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p,q に対して, ∥WR

−γ(F )∥s,wp,q ∼
∥F∥s+γ,w

p,q である. このことから

命題 3.1. f ∈ H1(∆)となる必要十分条件は, F = A(f)が

eρxF (x) ∈ ∩
γ∈Γ

Ḟ
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p,q (R)は

F =
∑
Q

λQAQ

と有界閉区間Qに台をもつ s-滑らかアトムの和に分解され

∥F∥Ḟ s,w
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∥eρxF∥Ḟ γ,wγ
1,2 (R) =

∑
γ∈Γ

∥(
∑
|Q|

(|Q|−γ|λQ|χ̃Q)
2)1/2∥L1

wγ
.

である. 逆に数列 {λQ}が上述の右辺を有限とし, その和を c{λQ}とすれば, f =

A−1(e−ρx
∑

Q λQAQ|R+) はH1(∆)に属し, ∥f∥H1(∆) ≤ c{λQ}である.

ここでヤコビハイパー群上のアトムを次のように導入する.

7

は H1（Δ）に属し，

ただし Vℓ(x, s) =
1− e−ρ(s−x)

(s− x)µ+1
, と書けることに注意する. よって eρxWR

−γα(F )が
H1

wγα
(R) に属することは, すべての γ ∈ Γに対して, WR

−γ(e
ρxF )がH1

wγα
(R) に属

することと同値である. ここでトリーベル・リゾルキン空間 Ḟ s,w
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∫ ∞
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∫ ∞
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(13)

と置いている.

定義 3.5. qQ,γをヤコビアトム aQに付随するヤコビクォークとよぶ. (12)を aQの
ヤコビクォーク分解とよぶ. さらにMQ,γを qQ,γの核とよぶ.
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Aγ(x)

∫ ∞

x

WR
−γ(e

−ρxAQ)(s)Aγ(x, s)ds
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1

∆(x)

(
MQ,γ(x)Aγ(x)
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γ∈Γ1

Aγ(x)e
ρx

∫ ∞

x

e−ρsMQ,γ(s)AQ)(s)Aγ(x, s)ds
)

=
1

∆(x)

∑
γ∈Γ

qQ,γ(x) (12)

となる. ここでMQ,γ(x) = eρxWR
−γ(e

−ρxAQ)(x)とし, qQ,γを

qQ,γ(x) = Aγ(x)



MQ,γ(x), if γ ∈ Γ0,

eρx
∫ ∞

x

e−ρsMQ,γ(s)Aγ(x, s)ds, if γ ∈ Γ1

(13)

と置いている.

定義 3.5. qQ,γをヤコビアトム aQに付随するヤコビクォークとよぶ. (12)を aQの
ヤコビクォーク分解とよぶ. さらにMQ,γを qQ,γの核とよぶ.
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である．

次にヤコビハイパー群上のクォークを導入する．AQを Qに台をもつ γα-滑らかアトムとし，aQ = 

A−1（e−ρxAQ）を付随するヤコビアトムとする．この aQに（5）を適用すれば

ただし Vℓ(x, s) =
1− e−ρ(s−x)

(s− x)µ+1
, と書けることに注意する. よって eρxWR

−γα(F )が
H1

wγα
(R) に属することは, すべての γ ∈ Γに対して, WR

−γ(e
ρxF )がH1

wγα
(R) に属

することと同値である. ここでトリーベル・リゾルキン空間 Ḟ s,w
p,q を導入する（[1],

[5]を参照）. Hp
w(R) = Ḟ 0,w

p,2 (R)であり, F ∈ Ḟ s+γ,w
p,q に対して, ∥WR

−γ(F )∥s,wp,q ∼
∥F∥s+γ,w

p,q である. このことから

命題 3.1. f ∈ H1(∆)となる必要十分条件は, F = A(f)が

eρxF (x) ∈ ∩
γ∈Γ

Ḟ
γ,wγ

1,2 (R)

となることであり, ∥f∥H1(∆) ∼
∑

γ∈Γ ∥eρxF∥Ḟ γ,wγ
1,2 (R) である.

ここでトリーベル・リゾルキン空間 Ḟ s,w
p,q のアトム分解を用いる. [5], 定理 4.1,

[1], 定理 5.8を参照されたい. アトムの定義は後述するとして, F ∈ Ḟ s,w
p,q (R)は

F =
∑
Q

λQAQ

と有界閉区間Qに台をもつ s-滑らかアトムの和に分解され

∥F∥Ḟ s,w
p,q

= ∥(
∑
Q

(|Q|−s|λQ|χ̃Q)
q)1/q∥Lp

w
< ∞, (10)

となる. ただし, χ̃Q = |Q|− 1
2χQは L2-ノルムで正規化されたQの特性関数である.

ここで s-滑らかアトムAQは有界閉区間Qに台をもち, 次の性質を満たす.

(i) suppAQ ⊂ Q,

(ii)

∫
AQ(x)dx = 0, (11)

(iii) ∥d
kAQ

dxk
∥∞ ≤ |Q|−

1
2
−k, 0 ≤ k ≤ [s+ 1]+.

これらの事実を用いると, 先の命題 3.1は次のように書き換えられる.

命題 3.2. f ∈ H1(∆)とすれば, eρxF (x)は, すべての γ ∈ Γに対して Ḟ
γ,wγ

1,2 (R)に
属し, γα-滑らかアトム分解 eρxF (x) =

∑
Q λQAQ(x)をもち

∥f∥H1
0 (∆) ∼

∑
γ∈Γ

∥eρxF∥Ḟ γ,wγ
1,2 (R) =

∑
γ∈Γ

∥(
∑
|Q|

(|Q|−γ|λQ|χ̃Q)
2)1/2∥L1

wγ
.

である. 逆に数列 {λQ}が上述の右辺を有限とし, その和を c{λQ}とすれば, f =

A−1(e−ρx
∑

Q λQAQ|R+) はH1(∆)に属し, ∥f∥H1(∆) ≤ c{λQ}である.

ここでヤコビハイパー群上のアトムを次のように導入する.
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定義 3.5.　qQ,γ をヤコビアトム aQ に付随するヤコビクォークとよぶ．（12）を aQ のヤコビクォーク分

解とよぶ．さらにMQ,γ を qQ,γ の核とよぶ．

このとき次の定理が成立する．以下では

とする．ここで

このとき次の定理が成立する. 以下では
cQ,γ =

∑
γ′∈Γ,γ′≤γ

|Q|−
1
2
−γ′ |Q|wγ′

dQ,γ = |Q|−
1
2 (1 + |Q|−γ).

とする. ここで |Q|wγ =

∫ ∞

0

χQ(x)wγ(x)dxである.

定理 3.6. Q = [−b, b]あるいは [a, b] ⊂ R+とする. このとき γ > 0に対して
(1) γが自然数であれば, MQ,γはQに台をもつ Ḟ

0,wγ

1,2 (R)のアトムの (1 + |Q|−γ)

倍であり, |MQ,γ(x)| ≤ cdQ,γを満たす.

(2) γが自然数でないとき, γ = m+ µ, ただしmは γの整数部分, 0 < µ < 1 を
残りの部分とすれば, MQ,γ はQ∗ = (−∞, xQ + |Q|)に台をもつ. Ḟ

0,wγ

1,2 (R)のモレ
キュル（[11], [12]を参照）の (1 + |Q|−γ)倍であり, 次の不等式を満たす.

|MQ,γ(x)| ≤ cdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ)

. (14)

系 3.7. ヤコビクォーク qQ,γは, モーメント条件を除き, 定理 3.6のMQ,γの性質を
満たす.

以上のようにヤコビアトムがヤコビクォークの和に分解され, 各ヤコビクォーク
の核がモレキュールとなる. 奇異な構造だが, 入れ子式になっている.

つぎにヤコブアトム、ヤコビモレキュールを一般化する. ヤコビクォーク qQ,γを
擬ヤコビクォークuQ,γ,ρ′ ,ヤコビアトムaQを擬ヤコビアトム bQ = ∆−1

∑
γ∈Γ uQ,γ,ρ′

の形に一般化する.

最初にqQ,γを一般化するためにその核MQ,γを一般化する. 以下では0 ≤ γ ≤ n+1

とする. γ ∈ Γである必要はない. Q = [−b, b]あるいは [a, b] ⊂ R+とし, UQは

∥d
kUQ

dxk
∥∞ ≤ |Q|−

1
2
−k, 0 ≤ k ≤ n+ 1

を満たすとする. ρ′ > 0とし, 0 ≤ γ ≤ n+ 1対して
UQ,γ,ρ′(x) = eρ

′xWR
−γ(e

−ρ′xUQ)(x) (15)

と定義する. γが自然数であれば, UQ,γ,ρ′ はQに台をもつが, 一般にはQ∗ に台を
もつ. ∥UQ,γ,ρ′∥∞ ≤ cdQ,γ である. このようにして核MQ,γ を UQ,γ,ρ′ と一般化した
が, UQにはモーメント条件を課していないこと, また ρを ρ′と変数化したことが
特徴である. VQ,γ(x)を

VQ,γ(x) = vQ,γ(x)| tanh x|γ,

ただし vQ,γは有界で滑らかな関数とする. ここで
dQ = max

γ
dQ,γ = max

γ
sup
x≥0

|vQ,γ(x)|.

と置く. また VQ,γ(x, s)を (6)を満たす関数とする.
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0,wγ

1,2 (R)のモレ
キュル（[11], [12]を参照）の (1 + |Q|−γ)倍であり, 次の不等式を満たす.

|MQ,γ(x)| ≤ cdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ)

. (14)

系 3.7. ヤコビクォーク qQ,γは, モーメント条件を除き, 定理 3.6のMQ,γの性質を
満たす.

以上のようにヤコビアトムがヤコビクォークの和に分解され, 各ヤコビクォーク
の核がモレキュールとなる. 奇異な構造だが, 入れ子式になっている.

つぎにヤコブアトム、ヤコビモレキュールを一般化する. ヤコビクォーク qQ,γを
擬ヤコビクォークuQ,γ,ρ′ ,ヤコビアトムaQを擬ヤコビアトム bQ = ∆−1

∑
γ∈Γ uQ,γ,ρ′

の形に一般化する.

最初にqQ,γを一般化するためにその核MQ,γを一般化する. 以下では0 ≤ γ ≤ n+1

とする. γ ∈ Γである必要はない. Q = [−b, b]あるいは [a, b] ⊂ R+とし, UQは

∥d
kUQ

dxk
∥∞ ≤ |Q|−

1
2
−k, 0 ≤ k ≤ n+ 1

を満たすとする. ρ′ > 0とし, 0 ≤ γ ≤ n+ 1対して
UQ,γ,ρ′(x) = eρ

′xWR
−γ(e

−ρ′xUQ)(x) (15)

と定義する. γが自然数であれば, UQ,γ,ρ′ はQに台をもつが, 一般にはQ∗ に台を
もつ. ∥UQ,γ,ρ′∥∞ ≤ cdQ,γ である. このようにして核MQ,γ を UQ,γ,ρ′ と一般化した
が, UQにはモーメント条件を課していないこと, また ρを ρ′と変数化したことが
特徴である. VQ,γ(x)を

VQ,γ(x) = vQ,γ(x)| tanh x|γ,

ただし vQ,γは有界で滑らかな関数とする. ここで
dQ = max

γ
dQ,γ = max

γ
sup
x≥0

|vQ,γ(x)|.

と置く. また VQ,γ(x, s)を (6)を満たす関数とする.

9

のアトムの（1 + ¦Q¦−γ）倍であり， 

¦MQ,γ（x）¦ ≤ cdQ,γ を満たす．

（2）γ が自然数でないとき，γ = m + μ，ただしmは γの整数部分，0 < μ < 1 を残りの部分とすれば，

MQ,γ は

このとき次の定理が成立する. 以下では
cQ,γ =

∑
γ′∈Γ,γ′≤γ

|Q|−
1
2
−γ′ |Q|wγ′

dQ,γ = |Q|−
1
2 (1 + |Q|−γ).

とする. ここで |Q|wγ =

∫ ∞

0

χQ(x)wγ(x)dxである.

定理 3.6. Q = [−b, b]あるいは [a, b] ⊂ R+とする. このとき γ > 0に対して
(1) γが自然数であれば, MQ,γはQに台をもつ Ḟ
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このとき次の定理が成立する. 以下では
cQ,γ =

∑
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1
2
−γ′ |Q|wγ′
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2 (1 + |Q|−γ).
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0,wγ
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倍であり, |MQ,γ(x)| ≤ cdQ,γを満たす.

(2) γが自然数でないとき, γ = m+ µ, ただしmは γの整数部分, 0 < µ < 1 を
残りの部分とすれば, MQ,γ はQ∗ = (−∞, xQ + |Q|)に台をもつ. Ḟ

0,wγ

1,2 (R)のモレ
キュル（[11], [12]を参照）の (1 + |Q|−γ)倍であり, 次の不等式を満たす.

|MQ,γ(x)| ≤ cdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ)

. (14)

系 3.7. ヤコビクォーク qQ,γは, モーメント条件を除き, 定理 3.6のMQ,γの性質を
満たす.
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dxk
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1
2
−k, 0 ≤ k ≤ n+ 1
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特徴である. VQ,γ(x)を

VQ,γ(x) = vQ,γ(x)| tanh x|γ,

ただし vQ,γは有界で滑らかな関数とする. ここで
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dQ,γ = max
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sup
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える．

次に擬ヤコビアトムを定義する．

定義 3.10.　uQ,γ,ρ′を擬ヤコビクォークの集合とし，その全体を

定義 3.8. UQ,γ,ρ′(x), VQ,γ(x), VQ,γ(x, s)を上述の関数とし
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

UQ,γ,ρ′(x), あるいは
eρ

′x
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x
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∫ ∞

0
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となる.
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とする. ここで |Q|wγ =
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χQ(x)wγ(x)dxである.

定理 3.6. Q = [−b, b]あるいは [a, b] ⊂ R+とする. このとき γ > 0に対して
(1) γが自然数であれば, MQ,γはQに台をもつ Ḟ

0,wγ

1,2 (R)のアトムの (1 + |Q|−γ)

倍であり, |MQ,γ(x)| ≤ cdQ,γを満たす.

(2) γが自然数でないとき, γ = m+ µ, ただしmは γの整数部分, 0 < µ < 1 を
残りの部分とすれば, MQ,γ はQ∗ = (−∞, xQ + |Q|)に台をもつ. Ḟ
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1,2 (R)のモレ
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系 3.7. ヤコビクォーク qQ,γは, モーメント条件を除き, 定理 3.6のMQ,γの性質を
満たす.

以上のようにヤコビアトムがヤコビクォークの和に分解され, 各ヤコビクォーク
の核がモレキュールとなる. 奇異な構造だが, 入れ子式になっている.

つぎにヤコブアトム、ヤコビモレキュールを一般化する. ヤコビクォーク qQ,γを
擬ヤコビクォークuQ,γ,ρ′ ,ヤコビアトムaQを擬ヤコビアトム bQ = ∆−1

∑
γ∈Γ uQ,γ,ρ′

の形に一般化する.

最初にqQ,γを一般化するためにその核MQ,γを一般化する. 以下では0 ≤ γ ≤ n+1

とする. γ ∈ Γである必要はない. Q = [−b, b]あるいは [a, b] ⊂ R+とし, UQは

∥d
kUQ

dxk
∥∞ ≤ |Q|−

1
2
−k, 0 ≤ k ≤ n+ 1

を満たすとする. ρ′ > 0とし, 0 ≤ γ ≤ n+ 1対して
UQ,γ,ρ′(x) = eρ

′xWR
−γ(e

−ρ′xUQ)(x) (15)

と定義する. γが自然数であれば, UQ,γ,ρ′ はQに台をもつが, 一般にはQ∗ に台を
もつ. ∥UQ,γ,ρ′∥∞ ≤ cdQ,γ である. このようにして核MQ,γ を UQ,γ,ρ′ と一般化した
が, UQにはモーメント条件を課していないこと, また ρを ρ′と変数化したことが
特徴である. VQ,γ(x)を

VQ,γ(x) = vQ,γ(x)| tanh x|γ,

ただし vQ,γは有界で滑らかな関数とする. ここで
dQ = max

γ
dQ,γ = max

γ
sup
x≥0

|vQ,γ(x)|.

と置く. また VQ,γ(x, s)を (6)を満たす関数とする.
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る. WR
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系 3.12.　命題 3.11の記号のもとで，xQ ≥ 2 ¦Q¦を仮定する．

（1）¦Q¦ > 1 とする．もし
系 3.12. 命題 3.11の記号のもとで, xQ ≥ 2|Q|を仮定する.

(1) |Q| > 1とする. もし uQ,γ,ρ′が [1,∞)∩Qに台をもつならば, x ≤ xQ + |Q|に
対して, eρxWR

−γ′(A(∆−1uQ,γ,ρ′))(x) は次で押さえられる.

dQdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ)

. (19)

(2) |Q| < 1とし, ϵ > 0を十分に小さくとる. もし uQ,γ,ρ′が [|Q|,∞) ∩Qに台を
もつならば, x ≤ xQ + |Q|に対して, eρxWR

−γ′(A(∆−1uQ,γ,ρ′))(x), は次で押さえら
れる.

dQdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ−ϵ)

|Q|γ−γα . (20)

これらの結果から次の定理を示すことができる.

定理 3.13. bQを擬ヤコビアトムとする. bQはH1(∆)に属し

∥bQ∥H1(∆) = ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥H1

wγα
(R) ≤ cdQcQ,γα .

である. 実際, eρxWR
−γα(A(bQ))は Ḟ

0,wγα
1,2 (R)のモレキュールの dQ(1 + |Q|−1)γα 倍

であり , ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥Ḟ 0,wγα

1,2 (R) ≤ cdQcQ,γαとなる.

4 応用
最後に応用を 1つ紹介する. ユークリッド空間の場合,膨張作用素は実ハーディ空

間 H1(R)上で有界である. このことは膨張作用素が H1(R)-ノルムを不変にするこ
とから明らかである. 実際, アトムの膨張が再びアトムとなることから, f ∈ H1(R)
に対して, ∥ft∥H1(R) = ∥f∥H1(R)である. 同様の結果がヤコビハイパー群上のH1(∆)

と (7)の膨張作用に対して成り立つかを考える. ユークリッド空間と同様にヤコビ
アトム aQの (7)の膨張 (aQ)tを評価すればよいのだが, 膨張を作用させたとき, 指
数関数 eρxの部分が eρ

x
t となり, ヤコビアトムでなくなり, 評価を難しくする. こ

のとき擬ヤコビクォークまで分解して考えると, ρ′ = ρ
t
とすれば, 膨張は擬ヤコビ

クォークにとどまる. 定理 3.13を使うことができ, 次の結果を得ることができる.

定理 4.1. f ∈ H1(∆)とすれば

∥ft∥H1(∆) ≤ c(tanh t)−γα(1 + t)2γα∥f∥H1
0 (∆)

である. γ ∈ Γがすべて自然数のときは,右辺の指数 2γαを γαで置き換えられる.

この評価はヤコビハイパー群上でハウスドルフ作用素のH1(∆)‐有界性を得る
ときに必要となる.
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もつならば, x ≤ xQ + |Q|に対して, eρxWR

−γ′(A(∆−1uQ,γ,ρ′))(x), は次で押さえら
れる.

dQdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ−ϵ)

|Q|γ−γα . (20)

これらの結果から次の定理を示すことができる.

定理 3.13. bQを擬ヤコビアトムとする. bQはH1(∆)に属し

∥bQ∥H1(∆) = ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥H1

wγα
(R) ≤ cdQcQ,γα .

である. 実際, eρxWR
−γα(A(bQ))は Ḟ

0,wγα
1,2 (R)のモレキュールの dQ(1 + |Q|−1)γα 倍

であり , ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥Ḟ 0,wγα

1,2 (R) ≤ cdQcQ,γαとなる.

4 応用
最後に応用を 1つ紹介する. ユークリッド空間の場合,膨張作用素は実ハーディ空

間 H1(R)上で有界である. このことは膨張作用素が H1(R)-ノルムを不変にするこ
とから明らかである. 実際, アトムの膨張が再びアトムとなることから, f ∈ H1(R)
に対して, ∥ft∥H1(R) = ∥f∥H1(R)である. 同様の結果がヤコビハイパー群上のH1(∆)

と (7)の膨張作用に対して成り立つかを考える. ユークリッド空間と同様にヤコビ
アトム aQの (7)の膨張 (aQ)tを評価すればよいのだが, 膨張を作用させたとき, 指
数関数 eρxの部分が eρ

x
t となり, ヤコビアトムでなくなり, 評価を難しくする. こ

のとき擬ヤコビクォークまで分解して考えると, ρ′ = ρ
t
とすれば, 膨張は擬ヤコビ

クォークにとどまる. 定理 3.13を使うことができ, 次の結果を得ることができる.

定理 4.1. f ∈ H1(∆)とすれば

∥ft∥H1(∆) ≤ c(tanh t)−γα(1 + t)2γα∥f∥H1
0 (∆)

である. γ ∈ Γがすべて自然数のときは,右辺の指数 2γαを γαで置き換えられる.

この評価はヤコビハイパー群上でハウスドルフ作用素のH1(∆)‐有界性を得る
ときに必要となる.
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系 3.12. 命題 3.11の記号のもとで, xQ ≥ 2|Q|を仮定する.

(1) |Q| > 1とする. もし uQ,γ,ρ′が [1,∞)∩Qに台をもつならば, x ≤ xQ + |Q|に
対して, eρxWR

−γ′(A(∆−1uQ,γ,ρ′))(x) は次で押さえられる.

dQdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ)

. (19)

(2) |Q| < 1とし, ϵ > 0を十分に小さくとる. もし uQ,γ,ρ′が [|Q|,∞) ∩Qに台を
もつならば, x ≤ xQ + |Q|に対して, eρxWR

−γ′(A(∆−1uQ,γ,ρ′))(x), は次で押さえら
れる.

dQdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ−ϵ)

|Q|γ−γα . (20)

これらの結果から次の定理を示すことができる.

定理 3.13. bQを擬ヤコビアトムとする. bQはH1(∆)に属し

∥bQ∥H1(∆) = ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥H1

wγα
(R) ≤ cdQcQ,γα .

である. 実際, eρxWR
−γα(A(bQ))は Ḟ

0,wγα
1,2 (R)のモレキュールの dQ(1 + |Q|−1)γα 倍

であり , ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥Ḟ 0,wγα

1,2 (R) ≤ cdQcQ,γαとなる.

4 応用
最後に応用を 1つ紹介する. ユークリッド空間の場合,膨張作用素は実ハーディ空

間 H1(R)上で有界である. このことは膨張作用素が H1(R)-ノルムを不変にするこ
とから明らかである. 実際, アトムの膨張が再びアトムとなることから, f ∈ H1(R)
に対して, ∥ft∥H1(R) = ∥f∥H1(R)である. 同様の結果がヤコビハイパー群上のH1(∆)

と (7)の膨張作用に対して成り立つかを考える. ユークリッド空間と同様にヤコビ
アトム aQの (7)の膨張 (aQ)tを評価すればよいのだが, 膨張を作用させたとき, 指
数関数 eρxの部分が eρ

x
t となり, ヤコビアトムでなくなり, 評価を難しくする. こ

のとき擬ヤコビクォークまで分解して考えると, ρ′ = ρ
t
とすれば, 膨張は擬ヤコビ

クォークにとどまる. 定理 3.13を使うことができ, 次の結果を得ることができる.

定理 4.1. f ∈ H1(∆)とすれば

∥ft∥H1(∆) ≤ c(tanh t)−γα(1 + t)2γα∥f∥H1
0 (∆)

である. γ ∈ Γがすべて自然数のときは,右辺の指数 2γαを γαで置き換えられる.

この評価はヤコビハイパー群上でハウスドルフ作用素のH1(∆)‐有界性を得る
ときに必要となる.
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は次で押さえられる．
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（2）¦Q¦<1 とし，∊ > 0を十分に小さくとる．もし

系 3.12. 命題 3.11の記号のもとで, xQ ≥ 2|Q|を仮定する.

(1) |Q| > 1とする. もし uQ,γ,ρ′が [1,∞)∩Qに台をもつならば, x ≤ xQ + |Q|に
対して, eρxWR

−γ′(A(∆−1uQ,γ,ρ′))(x) は次で押さえられる.

dQdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ)

. (19)

(2) |Q| < 1とし, ϵ > 0を十分に小さくとる. もし uQ,γ,ρ′が [|Q|,∞) ∩Qに台を
もつならば, x ≤ xQ + |Q|に対して, eρxWR

−γ′(A(∆−1uQ,γ,ρ′))(x), は次で押さえら
れる.

dQdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ−ϵ)

|Q|γ−γα . (20)

これらの結果から次の定理を示すことができる.

定理 3.13. bQを擬ヤコビアトムとする. bQはH1(∆)に属し

∥bQ∥H1(∆) = ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥H1

wγα
(R) ≤ cdQcQ,γα .

である. 実際, eρxWR
−γα(A(bQ))は Ḟ

0,wγα
1,2 (R)のモレキュールの dQ(1 + |Q|−1)γα 倍

であり , ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥Ḟ 0,wγα

1,2 (R) ≤ cdQcQ,γαとなる.

4 応用
最後に応用を 1つ紹介する. ユークリッド空間の場合,膨張作用素は実ハーディ空

間 H1(R)上で有界である. このことは膨張作用素が H1(R)-ノルムを不変にするこ
とから明らかである. 実際, アトムの膨張が再びアトムとなることから, f ∈ H1(R)
に対して, ∥ft∥H1(R) = ∥f∥H1(R)である. 同様の結果がヤコビハイパー群上のH1(∆)

と (7)の膨張作用に対して成り立つかを考える. ユークリッド空間と同様にヤコビ
アトム aQの (7)の膨張 (aQ)tを評価すればよいのだが, 膨張を作用させたとき, 指
数関数 eρxの部分が eρ

x
t となり, ヤコビアトムでなくなり, 評価を難しくする. こ

のとき擬ヤコビクォークまで分解して考えると, ρ′ = ρ
t
とすれば, 膨張は擬ヤコビ

クォークにとどまる. 定理 3.13を使うことができ, 次の結果を得ることができる.

定理 4.1. f ∈ H1(∆)とすれば

∥ft∥H1(∆) ≤ c(tanh t)−γα(1 + t)2γα∥f∥H1
0 (∆)

である. γ ∈ Γがすべて自然数のときは,右辺の指数 2γαを γαで置き換えられる.

この評価はヤコビハイパー群上でハウスドルフ作用素のH1(∆)‐有界性を得る
ときに必要となる.

11

が

系 3.12. 命題 3.11の記号のもとで, xQ ≥ 2|Q|を仮定する.

(1) |Q| > 1とする. もし uQ,γ,ρ′が [1,∞)∩Qに台をもつならば, x ≤ xQ + |Q|に
対して, eρxWR

−γ′(A(∆−1uQ,γ,ρ′))(x) は次で押さえられる.

dQdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ)

. (19)

(2) |Q| < 1とし, ϵ > 0を十分に小さくとる. もし uQ,γ,ρ′が [|Q|,∞) ∩Qに台を
もつならば, x ≤ xQ + |Q|に対して, eρxWR

−γ′(A(∆−1uQ,γ,ρ′))(x), は次で押さえら
れる.

dQdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ−ϵ)

|Q|γ−γα . (20)

これらの結果から次の定理を示すことができる.

定理 3.13. bQを擬ヤコビアトムとする. bQはH1(∆)に属し

∥bQ∥H1(∆) = ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥H1

wγα
(R) ≤ cdQcQ,γα .

である. 実際, eρxWR
−γα(A(bQ))は Ḟ

0,wγα
1,2 (R)のモレキュールの dQ(1 + |Q|−1)γα 倍

であり , ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥Ḟ 0,wγα

1,2 (R) ≤ cdQcQ,γαとなる.

4 応用
最後に応用を 1つ紹介する. ユークリッド空間の場合,膨張作用素は実ハーディ空

間 H1(R)上で有界である. このことは膨張作用素が H1(R)-ノルムを不変にするこ
とから明らかである. 実際, アトムの膨張が再びアトムとなることから, f ∈ H1(R)
に対して, ∥ft∥H1(R) = ∥f∥H1(R)である. 同様の結果がヤコビハイパー群上のH1(∆)

と (7)の膨張作用に対して成り立つかを考える. ユークリッド空間と同様にヤコビ
アトム aQの (7)の膨張 (aQ)tを評価すればよいのだが, 膨張を作用させたとき, 指
数関数 eρxの部分が eρ

x
t となり, ヤコビアトムでなくなり, 評価を難しくする. こ

のとき擬ヤコビクォークまで分解して考えると, ρ′ = ρ
t
とすれば, 膨張は擬ヤコビ

クォークにとどまる. 定理 3.13を使うことができ, 次の結果を得ることができる.

定理 4.1. f ∈ H1(∆)とすれば

∥ft∥H1(∆) ≤ c(tanh t)−γα(1 + t)2γα∥f∥H1
0 (∆)

である. γ ∈ Γがすべて自然数のときは,右辺の指数 2γαを γαで置き換えられる.

この評価はヤコビハイパー群上でハウスドルフ作用素のH1(∆)‐有界性を得る
ときに必要となる.

11

に台をもつならば，x ≤ xQ 

+ ¦Q¦に対して，

系 3.12. 命題 3.11の記号のもとで, xQ ≥ 2|Q|を仮定する.

(1) |Q| > 1とする. もし uQ,γ,ρ′が [1,∞)∩Qに台をもつならば, x ≤ xQ + |Q|に
対して, eρxWR

−γ′(A(∆−1uQ,γ,ρ′))(x) は次で押さえられる.

dQdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ)

. (19)

(2) |Q| < 1とし, ϵ > 0を十分に小さくとる. もし uQ,γ,ρ′が [|Q|,∞) ∩Qに台を
もつならば, x ≤ xQ + |Q|に対して, eρxWR

−γ′(A(∆−1uQ,γ,ρ′))(x), は次で押さえら
れる.

dQdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ−ϵ)

|Q|γ−γα . (20)

これらの結果から次の定理を示すことができる.

定理 3.13. bQを擬ヤコビアトムとする. bQはH1(∆)に属し

∥bQ∥H1(∆) = ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥H1

wγα
(R) ≤ cdQcQ,γα .

である. 実際, eρxWR
−γα(A(bQ))は Ḟ

0,wγα
1,2 (R)のモレキュールの dQ(1 + |Q|−1)γα 倍

であり , ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥Ḟ 0,wγα

1,2 (R) ≤ cdQcQ,γαとなる.

4 応用
最後に応用を 1つ紹介する. ユークリッド空間の場合,膨張作用素は実ハーディ空

間 H1(R)上で有界である. このことは膨張作用素が H1(R)-ノルムを不変にするこ
とから明らかである. 実際, アトムの膨張が再びアトムとなることから, f ∈ H1(R)
に対して, ∥ft∥H1(R) = ∥f∥H1(R)である. 同様の結果がヤコビハイパー群上のH1(∆)

と (7)の膨張作用に対して成り立つかを考える. ユークリッド空間と同様にヤコビ
アトム aQの (7)の膨張 (aQ)tを評価すればよいのだが, 膨張を作用させたとき, 指
数関数 eρxの部分が eρ

x
t となり, ヤコビアトムでなくなり, 評価を難しくする. こ

のとき擬ヤコビクォークまで分解して考えると, ρ′ = ρ
t
とすれば, 膨張は擬ヤコビ

クォークにとどまる. 定理 3.13を使うことができ, 次の結果を得ることができる.

定理 4.1. f ∈ H1(∆)とすれば

∥ft∥H1(∆) ≤ c(tanh t)−γα(1 + t)2γα∥f∥H1
0 (∆)

である. γ ∈ Γがすべて自然数のときは,右辺の指数 2γαを γαで置き換えられる.

この評価はヤコビハイパー群上でハウスドルフ作用素のH1(∆)‐有界性を得る
ときに必要となる.
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，は次で押さえられる．
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これらの結果から次の定理を示すことができる．

定理 3.13.　bQを擬ヤコビアトムとする．bQは H1（Δ）に属し

である．実際，

系 3.12. 命題 3.11の記号のもとで, xQ ≥ 2|Q|を仮定する.

(1) |Q| > 1とする. もし uQ,γ,ρ′が [1,∞)∩Qに台をもつならば, x ≤ xQ + |Q|に
対して, eρxWR

−γ′(A(∆−1uQ,γ,ρ′))(x) は次で押さえられる.

dQdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ)

. (19)

(2) |Q| < 1とし, ϵ > 0を十分に小さくとる. もし uQ,γ,ρ′が [|Q|,∞) ∩Qに台を
もつならば, x ≤ xQ + |Q|に対して, eρxWR

−γ′(A(∆−1uQ,γ,ρ′))(x), は次で押さえら
れる.

dQdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ−ϵ)

|Q|γ−γα . (20)

これらの結果から次の定理を示すことができる.

定理 3.13. bQを擬ヤコビアトムとする. bQはH1(∆)に属し

∥bQ∥H1(∆) = ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥H1

wγα
(R) ≤ cdQcQ,γα .

である. 実際, eρxWR
−γα(A(bQ))は Ḟ

0,wγα
1,2 (R)のモレキュールの dQ(1 + |Q|−1)γα 倍

であり , ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥Ḟ 0,wγα

1,2 (R) ≤ cdQcQ,γαとなる.

4 応用
最後に応用を 1つ紹介する. ユークリッド空間の場合,膨張作用素は実ハーディ空

間 H1(R)上で有界である. このことは膨張作用素が H1(R)-ノルムを不変にするこ
とから明らかである. 実際, アトムの膨張が再びアトムとなることから, f ∈ H1(R)
に対して, ∥ft∥H1(R) = ∥f∥H1(R)である. 同様の結果がヤコビハイパー群上のH1(∆)

と (7)の膨張作用に対して成り立つかを考える. ユークリッド空間と同様にヤコビ
アトム aQの (7)の膨張 (aQ)tを評価すればよいのだが, 膨張を作用させたとき, 指
数関数 eρxの部分が eρ

x
t となり, ヤコビアトムでなくなり, 評価を難しくする. こ

のとき擬ヤコビクォークまで分解して考えると, ρ′ = ρ
t
とすれば, 膨張は擬ヤコビ

クォークにとどまる. 定理 3.13を使うことができ, 次の結果を得ることができる.

定理 4.1. f ∈ H1(∆)とすれば

∥ft∥H1(∆) ≤ c(tanh t)−γα(1 + t)2γα∥f∥H1
0 (∆)

である. γ ∈ Γがすべて自然数のときは,右辺の指数 2γαを γαで置き換えられる.

この評価はヤコビハイパー群上でハウスドルフ作用素のH1(∆)‐有界性を得る
ときに必要となる.

11

は

系 3.12. 命題 3.11の記号のもとで, xQ ≥ 2|Q|を仮定する.

(1) |Q| > 1とする. もし uQ,γ,ρ′が [1,∞)∩Qに台をもつならば, x ≤ xQ + |Q|に
対して, eρxWR

−γ′(A(∆−1uQ,γ,ρ′))(x) は次で押さえられる.

dQdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ)

. (19)

(2) |Q| < 1とし, ϵ > 0を十分に小さくとる. もし uQ,γ,ρ′が [|Q|,∞) ∩Qに台を
もつならば, x ≤ xQ + |Q|に対して, eρxWR

−γ′(A(∆−1uQ,γ,ρ′))(x), は次で押さえら
れる.

dQdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ−ϵ)

|Q|γ−γα . (20)

これらの結果から次の定理を示すことができる.

定理 3.13. bQを擬ヤコビアトムとする. bQはH1(∆)に属し

∥bQ∥H1(∆) = ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥H1

wγα
(R) ≤ cdQcQ,γα .

である. 実際, eρxWR
−γα(A(bQ))は Ḟ

0,wγα
1,2 (R)のモレキュールの dQ(1 + |Q|−1)γα 倍

であり , ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥Ḟ 0,wγα

1,2 (R) ≤ cdQcQ,γαとなる.

4 応用
最後に応用を 1つ紹介する. ユークリッド空間の場合,膨張作用素は実ハーディ空

間 H1(R)上で有界である. このことは膨張作用素が H1(R)-ノルムを不変にするこ
とから明らかである. 実際, アトムの膨張が再びアトムとなることから, f ∈ H1(R)
に対して, ∥ft∥H1(R) = ∥f∥H1(R)である. 同様の結果がヤコビハイパー群上のH1(∆)

と (7)の膨張作用に対して成り立つかを考える. ユークリッド空間と同様にヤコビ
アトム aQの (7)の膨張 (aQ)tを評価すればよいのだが, 膨張を作用させたとき, 指
数関数 eρxの部分が eρ

x
t となり, ヤコビアトムでなくなり, 評価を難しくする. こ

のとき擬ヤコビクォークまで分解して考えると, ρ′ = ρ
t
とすれば, 膨張は擬ヤコビ

クォークにとどまる. 定理 3.13を使うことができ, 次の結果を得ることができる.

定理 4.1. f ∈ H1(∆)とすれば

∥ft∥H1(∆) ≤ c(tanh t)−γα(1 + t)2γα∥f∥H1
0 (∆)

である. γ ∈ Γがすべて自然数のときは,右辺の指数 2γαを γαで置き換えられる.

この評価はヤコビハイパー群上でハウスドルフ作用素のH1(∆)‐有界性を得る
ときに必要となる.
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のモレキュールの

系 3.12. 命題 3.11の記号のもとで, xQ ≥ 2|Q|を仮定する.

(1) |Q| > 1とする. もし uQ,γ,ρ′が [1,∞)∩Qに台をもつならば, x ≤ xQ + |Q|に
対して, eρxWR

−γ′(A(∆−1uQ,γ,ρ′))(x) は次で押さえられる.

dQdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ)

. (19)

(2) |Q| < 1とし, ϵ > 0を十分に小さくとる. もし uQ,γ,ρ′が [|Q|,∞) ∩Qに台を
もつならば, x ≤ xQ + |Q|に対して, eρxWR

−γ′(A(∆−1uQ,γ,ρ′))(x), は次で押さえら
れる.

dQdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ−ϵ)

|Q|γ−γα . (20)

これらの結果から次の定理を示すことができる.

定理 3.13. bQを擬ヤコビアトムとする. bQはH1(∆)に属し

∥bQ∥H1(∆) = ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥H1

wγα
(R) ≤ cdQcQ,γα .

である. 実際, eρxWR
−γα(A(bQ))は Ḟ

0,wγα
1,2 (R)のモレキュールの dQ(1 + |Q|−1)γα 倍

であり , ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥Ḟ 0,wγα

1,2 (R) ≤ cdQcQ,γαとなる.

4 応用
最後に応用を 1つ紹介する. ユークリッド空間の場合,膨張作用素は実ハーディ空

間 H1(R)上で有界である. このことは膨張作用素が H1(R)-ノルムを不変にするこ
とから明らかである. 実際, アトムの膨張が再びアトムとなることから, f ∈ H1(R)
に対して, ∥ft∥H1(R) = ∥f∥H1(R)である. 同様の結果がヤコビハイパー群上のH1(∆)

と (7)の膨張作用に対して成り立つかを考える. ユークリッド空間と同様にヤコビ
アトム aQの (7)の膨張 (aQ)tを評価すればよいのだが, 膨張を作用させたとき, 指
数関数 eρxの部分が eρ

x
t となり, ヤコビアトムでなくなり, 評価を難しくする. こ

のとき擬ヤコビクォークまで分解して考えると, ρ′ = ρ
t
とすれば, 膨張は擬ヤコビ

クォークにとどまる. 定理 3.13を使うことができ, 次の結果を得ることができる.

定理 4.1. f ∈ H1(∆)とすれば

∥ft∥H1(∆) ≤ c(tanh t)−γα(1 + t)2γα∥f∥H1
0 (∆)

である. γ ∈ Γがすべて自然数のときは,右辺の指数 2γαを γαで置き換えられる.

この評価はヤコビハイパー群上でハウスドルフ作用素のH1(∆)‐有界性を得る
ときに必要となる.
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倍であり，

系 3.12. 命題 3.11の記号のもとで, xQ ≥ 2|Q|を仮定する.

(1) |Q| > 1とする. もし uQ,γ,ρ′が [1,∞)∩Qに台をもつならば, x ≤ xQ + |Q|に
対して, eρxWR

−γ′(A(∆−1uQ,γ,ρ′))(x) は次で押さえられる.

dQdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ)

. (19)

(2) |Q| < 1とし, ϵ > 0を十分に小さくとる. もし uQ,γ,ρ′が [|Q|,∞) ∩Qに台を
もつならば, x ≤ xQ + |Q|に対して, eρxWR

−γ′(A(∆−1uQ,γ,ρ′))(x), は次で押さえら
れる.

dQdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ−ϵ)

|Q|γ−γα . (20)

これらの結果から次の定理を示すことができる.

定理 3.13. bQを擬ヤコビアトムとする. bQはH1(∆)に属し

∥bQ∥H1(∆) = ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥H1

wγα
(R) ≤ cdQcQ,γα .

である. 実際, eρxWR
−γα(A(bQ))は Ḟ

0,wγα
1,2 (R)のモレキュールの dQ(1 + |Q|−1)γα 倍

であり , ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥Ḟ 0,wγα

1,2 (R) ≤ cdQcQ,γαとなる.

4 応用
最後に応用を 1つ紹介する. ユークリッド空間の場合,膨張作用素は実ハーディ空

間 H1(R)上で有界である. このことは膨張作用素が H1(R)-ノルムを不変にするこ
とから明らかである. 実際, アトムの膨張が再びアトムとなることから, f ∈ H1(R)
に対して, ∥ft∥H1(R) = ∥f∥H1(R)である. 同様の結果がヤコビハイパー群上のH1(∆)

と (7)の膨張作用に対して成り立つかを考える. ユークリッド空間と同様にヤコビ
アトム aQの (7)の膨張 (aQ)tを評価すればよいのだが, 膨張を作用させたとき, 指
数関数 eρxの部分が eρ

x
t となり, ヤコビアトムでなくなり, 評価を難しくする. こ

のとき擬ヤコビクォークまで分解して考えると, ρ′ = ρ
t
とすれば, 膨張は擬ヤコビ

クォークにとどまる. 定理 3.13を使うことができ, 次の結果を得ることができる.

定理 4.1. f ∈ H1(∆)とすれば

∥ft∥H1(∆) ≤ c(tanh t)−γα(1 + t)2γα∥f∥H1
0 (∆)

である. γ ∈ Γがすべて自然数のときは,右辺の指数 2γαを γαで置き換えられる.

この評価はヤコビハイパー群上でハウスドルフ作用素のH1(∆)‐有界性を得る
ときに必要となる.
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系 3.12. 命題 3.11の記号のもとで, xQ ≥ 2|Q|を仮定する.

(1) |Q| > 1とする. もし uQ,γ,ρ′が [1,∞)∩Qに台をもつならば, x ≤ xQ + |Q|に
対して, eρxWR

−γ′(A(∆−1uQ,γ,ρ′))(x) は次で押さえられる.

dQdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ)

. (19)

(2) |Q| < 1とし, ϵ > 0を十分に小さくとる. もし uQ,γ,ρ′が [|Q|,∞) ∩Qに台を
もつならば, x ≤ xQ + |Q|に対して, eρxWR

−γ′(A(∆−1uQ,γ,ρ′))(x), は次で押さえら
れる.

dQdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ−ϵ)

|Q|γ−γα . (20)

これらの結果から次の定理を示すことができる.

定理 3.13. bQを擬ヤコビアトムとする. bQはH1(∆)に属し

∥bQ∥H1(∆) = ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥H1

wγα
(R) ≤ cdQcQ,γα .

である. 実際, eρxWR
−γα(A(bQ))は Ḟ

0,wγα
1,2 (R)のモレキュールの dQ(1 + |Q|−1)γα 倍

であり , ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥Ḟ 0,wγα

1,2 (R) ≤ cdQcQ,γαとなる.

4 応用
最後に応用を 1つ紹介する. ユークリッド空間の場合,膨張作用素は実ハーディ空

間 H1(R)上で有界である. このことは膨張作用素が H1(R)-ノルムを不変にするこ
とから明らかである. 実際, アトムの膨張が再びアトムとなることから, f ∈ H1(R)
に対して, ∥ft∥H1(R) = ∥f∥H1(R)である. 同様の結果がヤコビハイパー群上のH1(∆)

と (7)の膨張作用に対して成り立つかを考える. ユークリッド空間と同様にヤコビ
アトム aQの (7)の膨張 (aQ)tを評価すればよいのだが, 膨張を作用させたとき, 指
数関数 eρxの部分が eρ

x
t となり, ヤコビアトムでなくなり, 評価を難しくする. こ

のとき擬ヤコビクォークまで分解して考えると, ρ′ = ρ
t
とすれば, 膨張は擬ヤコビ

クォークにとどまる. 定理 3.13を使うことができ, 次の結果を得ることができる.

定理 4.1. f ∈ H1(∆)とすれば

∥ft∥H1(∆) ≤ c(tanh t)−γα(1 + t)2γα∥f∥H1
0 (∆)

である. γ ∈ Γがすべて自然数のときは,右辺の指数 2γαを γαで置き換えられる.

この評価はヤコビハイパー群上でハウスドルフ作用素のH1(∆)‐有界性を得る
ときに必要となる.
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となる．

4　応　用

最後に応用を 1つ紹介する．ユークリッド空間の場合，膨張作用素は実ハーディ空間 H1

系 3.12. 命題 3.11の記号のもとで, xQ ≥ 2|Q|を仮定する.

(1) |Q| > 1とする. もし uQ,γ,ρ′が [1,∞)∩Qに台をもつならば, x ≤ xQ + |Q|に
対して, eρxWR

−γ′(A(∆−1uQ,γ,ρ′))(x) は次で押さえられる.

dQdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ)

. (19)

(2) |Q| < 1とし, ϵ > 0を十分に小さくとる. もし uQ,γ,ρ′が [|Q|,∞) ∩Qに台を
もつならば, x ≤ xQ + |Q|に対して, eρxWR

−γ′(A(∆−1uQ,γ,ρ′))(x), は次で押さえら
れる.

dQdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ−ϵ)

|Q|γ−γα . (20)

これらの結果から次の定理を示すことができる.

定理 3.13. bQを擬ヤコビアトムとする. bQはH1(∆)に属し

∥bQ∥H1(∆) = ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥H1

wγα
(R) ≤ cdQcQ,γα .

である. 実際, eρxWR
−γα(A(bQ))は Ḟ

0,wγα
1,2 (R)のモレキュールの dQ(1 + |Q|−1)γα 倍

であり , ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥Ḟ 0,wγα

1,2 (R) ≤ cdQcQ,γαとなる.

4 応用
最後に応用を 1つ紹介する. ユークリッド空間の場合,膨張作用素は実ハーディ空

間 H1(R)上で有界である. このことは膨張作用素が H1(R)-ノルムを不変にするこ
とから明らかである. 実際, アトムの膨張が再びアトムとなることから, f ∈ H1(R)
に対して, ∥ft∥H1(R) = ∥f∥H1(R)である. 同様の結果がヤコビハイパー群上のH1(∆)

と (7)の膨張作用に対して成り立つかを考える. ユークリッド空間と同様にヤコビ
アトム aQの (7)の膨張 (aQ)tを評価すればよいのだが, 膨張を作用させたとき, 指
数関数 eρxの部分が eρ

x
t となり, ヤコビアトムでなくなり, 評価を難しくする. こ

のとき擬ヤコビクォークまで分解して考えると, ρ′ = ρ
t
とすれば, 膨張は擬ヤコビ

クォークにとどまる. 定理 3.13を使うことができ, 次の結果を得ることができる.

定理 4.1. f ∈ H1(∆)とすれば

∥ft∥H1(∆) ≤ c(tanh t)−γα(1 + t)2γα∥f∥H1
0 (∆)

である. γ ∈ Γがすべて自然数のときは,右辺の指数 2γαを γαで置き換えられる.

この評価はヤコビハイパー群上でハウスドルフ作用素のH1(∆)‐有界性を得る
ときに必要となる.
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上で有界

である．このことは膨張作用素が H1

系 3.12. 命題 3.11の記号のもとで, xQ ≥ 2|Q|を仮定する.

(1) |Q| > 1とする. もし uQ,γ,ρ′が [1,∞)∩Qに台をもつならば, x ≤ xQ + |Q|に
対して, eρxWR

−γ′(A(∆−1uQ,γ,ρ′))(x) は次で押さえられる.

dQdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ)

. (19)

(2) |Q| < 1とし, ϵ > 0を十分に小さくとる. もし uQ,γ,ρ′が [|Q|,∞) ∩Qに台を
もつならば, x ≤ xQ + |Q|に対して, eρxWR

−γ′(A(∆−1uQ,γ,ρ′))(x), は次で押さえら
れる.

dQdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ−ϵ)

|Q|γ−γα . (20)

これらの結果から次の定理を示すことができる.

定理 3.13. bQを擬ヤコビアトムとする. bQはH1(∆)に属し

∥bQ∥H1(∆) = ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥H1

wγα
(R) ≤ cdQcQ,γα .

である. 実際, eρxWR
−γα(A(bQ))は Ḟ

0,wγα
1,2 (R)のモレキュールの dQ(1 + |Q|−1)γα 倍

であり , ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥Ḟ 0,wγα

1,2 (R) ≤ cdQcQ,γαとなる.

4 応用
最後に応用を 1つ紹介する. ユークリッド空間の場合,膨張作用素は実ハーディ空

間 H1(R)上で有界である. このことは膨張作用素が H1(R)-ノルムを不変にするこ
とから明らかである. 実際, アトムの膨張が再びアトムとなることから, f ∈ H1(R)
に対して, ∥ft∥H1(R) = ∥f∥H1(R)である. 同様の結果がヤコビハイパー群上のH1(∆)

と (7)の膨張作用に対して成り立つかを考える. ユークリッド空間と同様にヤコビ
アトム aQの (7)の膨張 (aQ)tを評価すればよいのだが, 膨張を作用させたとき, 指
数関数 eρxの部分が eρ

x
t となり, ヤコビアトムでなくなり, 評価を難しくする. こ

のとき擬ヤコビクォークまで分解して考えると, ρ′ = ρ
t
とすれば, 膨張は擬ヤコビ

クォークにとどまる. 定理 3.13を使うことができ, 次の結果を得ることができる.

定理 4.1. f ∈ H1(∆)とすれば

∥ft∥H1(∆) ≤ c(tanh t)−γα(1 + t)2γα∥f∥H1
0 (∆)

である. γ ∈ Γがすべて自然数のときは,右辺の指数 2γαを γαで置き換えられる.

この評価はヤコビハイパー群上でハウスドルフ作用素のH1(∆)‐有界性を得る
ときに必要となる.
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ノルムを不変にすることから明らかである．実際，アトムの

膨張が再びアトムとなることから，f ∈ H1

系 3.12. 命題 3.11の記号のもとで, xQ ≥ 2|Q|を仮定する.

(1) |Q| > 1とする. もし uQ,γ,ρ′が [1,∞)∩Qに台をもつならば, x ≤ xQ + |Q|に
対して, eρxWR

−γ′(A(∆−1uQ,γ,ρ′))(x) は次で押さえられる.

dQdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ)

. (19)

(2) |Q| < 1とし, ϵ > 0を十分に小さくとる. もし uQ,γ,ρ′が [|Q|,∞) ∩Qに台を
もつならば, x ≤ xQ + |Q|に対して, eρxWR

−γ′(A(∆−1uQ,γ,ρ′))(x), は次で押さえら
れる.

dQdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ−ϵ)

|Q|γ−γα . (20)

これらの結果から次の定理を示すことができる.

定理 3.13. bQを擬ヤコビアトムとする. bQはH1(∆)に属し

∥bQ∥H1(∆) = ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥H1

wγα
(R) ≤ cdQcQ,γα .

である. 実際, eρxWR
−γα(A(bQ))は Ḟ

0,wγα
1,2 (R)のモレキュールの dQ(1 + |Q|−1)γα 倍

であり , ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥Ḟ 0,wγα

1,2 (R) ≤ cdQcQ,γαとなる.

4 応用
最後に応用を 1つ紹介する. ユークリッド空間の場合,膨張作用素は実ハーディ空

間 H1(R)上で有界である. このことは膨張作用素が H1(R)-ノルムを不変にするこ
とから明らかである. 実際, アトムの膨張が再びアトムとなることから, f ∈ H1(R)
に対して, ∥ft∥H1(R) = ∥f∥H1(R)である. 同様の結果がヤコビハイパー群上のH1(∆)

と (7)の膨張作用に対して成り立つかを考える. ユークリッド空間と同様にヤコビ
アトム aQの (7)の膨張 (aQ)tを評価すればよいのだが, 膨張を作用させたとき, 指
数関数 eρxの部分が eρ

x
t となり, ヤコビアトムでなくなり, 評価を難しくする. こ

のとき擬ヤコビクォークまで分解して考えると, ρ′ = ρ
t
とすれば, 膨張は擬ヤコビ

クォークにとどまる. 定理 3.13を使うことができ, 次の結果を得ることができる.

定理 4.1. f ∈ H1(∆)とすれば

∥ft∥H1(∆) ≤ c(tanh t)−γα(1 + t)2γα∥f∥H1
0 (∆)

である. γ ∈ Γがすべて自然数のときは,右辺の指数 2γαを γαで置き換えられる.
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に対して，

系 3.12. 命題 3.11の記号のもとで, xQ ≥ 2|Q|を仮定する.

(1) |Q| > 1とする. もし uQ,γ,ρ′が [1,∞)∩Qに台をもつならば, x ≤ xQ + |Q|に
対して, eρxWR

−γ′(A(∆−1uQ,γ,ρ′))(x) は次で押さえられる.

dQdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ)

. (19)

(2) |Q| < 1とし, ϵ > 0を十分に小さくとる. もし uQ,γ,ρ′が [|Q|,∞) ∩Qに台を
もつならば, x ≤ xQ + |Q|に対して, eρxWR

−γ′(A(∆−1uQ,γ,ρ′))(x), は次で押さえら
れる.

dQdQ,γ

(
1 +

|xQ − x|
|Q|

)−(1+µ−ϵ)

|Q|γ−γα . (20)

これらの結果から次の定理を示すことができる.

定理 3.13. bQを擬ヤコビアトムとする. bQはH1(∆)に属し

∥bQ∥H1(∆) = ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥H1

wγα
(R) ≤ cdQcQ,γα .

である. 実際, eρxWR
−γα(A(bQ))は Ḟ

0,wγα
1,2 (R)のモレキュールの dQ(1 + |Q|−1)γα 倍

であり , ∥eρxWR
−γα(A(bQ))∥Ḟ 0,wγα

1,2 (R) ≤ cdQcQ,γαとなる.

4 応用
最後に応用を 1つ紹介する. ユークリッド空間の場合,膨張作用素は実ハーディ空

間 H1(R)上で有界である. このことは膨張作用素が H1(R)-ノルムを不変にするこ
とから明らかである. 実際, アトムの膨張が再びアトムとなることから, f ∈ H1(R)
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x
t となり, ヤコビアトムでなくなり, 評価を難しくする. こ

のとき擬ヤコビクォークまで分解して考えると, ρ′ = ρ
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