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概　要

この研究ノートでは，非加法的測度と非線形積分を用いて実可測関数空間上に導入された 6つの位相
を統一的に議論するために，集合族が定める位相の概念を新たに提案し，非加法的測度が有限な場合
は，これら 6つの位相はすべて一致することを示す．また，この位相による収束と測度収束が同値とな
るための十分条件を与える．

1 はじめに

測度空間 (X,A, µ)上で定義されたA-可測な実数値関数全体 F0(X)は，Dunfordと Schwartz [8]が
導入した F0(X)×F0(X)上の関数

ρ1(f, g) := inf
c>0

arctan(c+ µ({|f − g| > c}))

により擬距離空間となる．また，µが有限測度の場合は，F0(X)は，Ky Fan [9]が導入した関数

ρ2(f, g) := inf{c > 0: µ({|f − g| > c}) ≤ c}

や，Lebesgue積分を用いて定められる関数

ρ3(f, g) :=

∫

X

|f − g|
1 + |f − g|

dµ

に関しても擬距離空間となり，F0(X)の関数列 {fn}n∈N に対して，これら擬距離 ρ1，ρ2，ρ3 が定め
る位相による収束と µ-測度収束が同値であることが知られている [18]．
近年，人間や社会の活動に関わる諸問題を理論的に取り扱うゲーム理論 (Aumann-Shappley [2])，評

価問題 (Dubois-Prade [6, 7])，期待効用理論 (Gilboa-Schmeidler [11], Schmeidler [19])において，必
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ずしも加法的でない測度である非加法的測度の重要性が認識されてきた．非加法的測度の体系的研究
の出発点は，1974年に Sugeno [21] が工学への応用の視点から研究したファジィ測度と，奇しくも同
年，全く独立に Dobrakov [5] が純粋に数学的研究対象とした劣測度に関する論文であるというのが，
非加法的測度論の研究者たちの共通認識となっている．この研究の目的は，後者の立場，すなわち，純
粋に数学的観点から非加法的測度論を深化させることであり，通常の測度の代わりに，非加法的測度を
用いて F0(X)上の位相を定義できるかどうかや，定義した位相による可測関数列の収束と測度収束と
が同値となるかを調べることにある．具体的には，先行研究で与えられた 5 つの位相に加え，新たに
Shilkret積分が定める位相を導入し，計 6つの位相がすべて一致することを示す．また，6つの位相の
うち 5つは，ρ1，ρ2，ρ3 のように F0(X)×F0(X)上の関数を用いて定義されるのに対して，Assaと
Zimper [1]が導入した位相は，このような関数を用いずに定義されている．そこで，新たに，集合族が
定める位相の概念を提案し，6つの位相を統一的に議論できる定式化を行う．
この研究ノートは，すでに公表されている研究成果 [1, 13, 14, 15, 25, 27]と重複する内容を一部含
んでいるが，集合族が定める位相の概念を新たに導入し，統一的な理論展開を用いて議論を再構成して
いる点に新規性がある．また，考察する位相に関する今後の研究の方向性も示唆されている．

2 準　備

この研究ノートを通じて，(X,A)は可測空間とする．Rは実数全体，Nは自然数全体，R := [−∞,∞]

は通常の全順序と代数構造をもつ拡大実数全体を表すとする．X の部分集合全体からなる集合族を 2X

で表す．また，測度論を展開する際に役立つように，(±∞) · 0 = 0 · (±∞) = 0を規約する．
拡大実数 a, b ∈ Rに対して，a∨b := max{a, b}，a∧b := min{a, b}とおく．また，関数 f, g : X → R

に対して，(f ∨ g)(x) := f(x) ∨ g(x)，(f ∧ g)(x) := f(x) ∧ g(x) (x ∈ X) とおく．X 上で定義さ
れた A-可測な拡大実数値関数全体を F(X)，A-可測な実数値関数全体を F0(X) で表す．このとき，
F0(X)は各点毎に定めた通常の和，スカラー倍，順序に関して Riesz空間 (ベクトル束ともいう)とな
る．以下では，F+(X) := {f ∈ F(X) : f ≥ 0}，F+

0 (X) := {f ∈ F0(X) : f ≥ 0}とおく．また，関
数 f : X → Rと t ∈ Rに対して，集合 {x ∈ X : f(x) > t}や {x ∈ X : f(x) ≥ t}を簡単に {f > t}や
{f ≥ t}で表す．

2.1 非加法的測度
集合関数 µ : A → [0,∞]は次の 2つの条件
(i) µ(∅) = 0 (下方有界性)

(ii) A,B ∈ Aで，A ⊂ B ならば，µ(A) ≤ µ(B) (単調性)

を満たすとき非加法的測度といい，その全体をM(X)で表す．特に，µ(X) < ∞のとき，µは有限と
いい，その全体をMb(X)で表す．すなわち，
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Mb(X) := {µ ∈ M(X) : µ(X) < ∞}

である．非加法的測度と次に紹介する非線形積分に関する数学的観点からの研究は非加法的測度
論と呼ばれ，近年，勢力的に研究されている．その初期の研究成果は，1990 年代初頭には早くも，
Denneberg [4]，Pap [16]，Wang-Klir [22, 23]により，成書としてまとめられた．

2.2 非線形積分
次の 3 つの積分は，非加法的測度による積算概念として，理論と応用の両面でよく用いられる．

(µ, f) ∈ M(X)×F+(X)とする．関数 f の µに関するChoquet積分は，Lebesgue積分を用いて，

Ch(µ, f) :=

∫ ∞

0

µ({f > t})dt

で定義される．Choquet 積分の原型は [3] に見出すことができ，µ が σ-加法的であれば，通常の抽象
Lebesgue積分と一致する．Choquet積分は，一般には，被積分関数に関して加法的ではなく，加法的
であるための必要十分条件は，µがモジュラー，すなわち，任意の A,B ∈ Aに対して

µ(A ∪B) + µ(A ∩B) = µ(A) + µ(B)

が成り立つことである (例えば，[4, 16]を見よ)．
関数 f の µに関する Sugeno積分 [17, 21]はファジィ積分とも呼ばれ，

Su(f, µ) := sup
t∈[0,∞)

t ∧ µ({f > t})

で定義され，Sugenoの学位論文で与えられて以降，特に応用面でよく利用されている．Sugeno積分も
被積分関数に関して加法性をもたず，Sugeno積分が劣加法的，すなわち，任意の f, g ∈ F+(X)に対
して

Su(µ, f + g) ≤ Su(µ, f) + Su(µ, g)

が成り立つための必要十分条件は，µの劣加法性である [12]．
最後に紹介する Shilkret積分は，Shilkret [20]が最大性測度，すなわち，任意の A,B ∈ Aに対し

て，A ∩B = ∅ならば

µ(A ∪B) = µ(A) ∨ µ(B)

が成り立つ測度の研究で導入した積分であり，

Sh(µ, f) := sup
t∈[0,∞)

t · µ({f > t})
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で定義される．この積分は Zhao [26]では，(N)ファジィ積分と呼ばれている．Shilkret積分も被積分
関数に関する加法性はもたないが，µが最大性測度ならば，任意の f, g ∈ F+(X)に対して

Sh(µ, f + g) ≤ Sh(µ, f) + Sh(µ, g)

が成り立つ [20]．
これらの積分は一般には加法性をもたないことや，非負とは限らない関数へのこれらの積分の拡張が
斉次性をもたないことから，総称して非線形積分と呼ばれている．

2.3 位相空間
T は空でない集合とする．T の部分集合からなる族 T が次の条件 (G1)～(G3)を満たすとき，T を

T 上の位相，(T, T )を位相空間という．

(G1) 空集合 ∅と全体集合 T は T に属する．

(G2) T に属する任意個の集合の和集合は T に属する．

(G3) T に属する有限個の集合の積集合は T に属する．

T に属する集合を開集合，開集合の補集合を閉集合という．
x ∈ T とする．T の部分集合 U は，x ∈ G ⊂ U を満たす開集合 Gが存在するとき，xの近傍とい
う．特に，U 自身が開集合のときは，xの開近傍という．xの近傍全体からなる集合族を xの近傍系と
いい，xの近傍からなる集合族 V(x)は，xのどんな近傍 U に対しても，V ⊂ U を満たす V ∈ V(x)が
存在するとき，xの近傍基底という．位相 T または位相空間 (T, T )は，どんな x ∈ T に対しても，可
算個の集合からなる近傍基底をもつとき，第 1可算公理を満たすという．
(T, T )は位相空間で，{xn}n∈N ⊂ T は点列，x ∈ T とする．xのどんな近傍 U に対しても，n0 ∈ N

が存在して，任意の n ∈ N に対して，n ≥ n0 ならば xn ∈ U が成り立つとき，{xn}n∈N は x に位相
T に関して収束するといい，xn

T−−→ xとかく．(S,S)をもう一つの位相空間とし，T から S への写像
φ : T → S を考える．このとき，任意の x ∈ T と，φ(x)の任意の近傍 V に対して，xの近傍 U が存在
して，φ(U) ⊂ V が成り立つとき，φは連続という．位相空間の詳細については [24]を見よ．
次の列的開集合，列的閉集合の概念は Franklin [10]で導入された．G,F は T の部分集合とする．任

意の {xn}n∈N ⊂ T と x ∈ Gに対して，xn
T−−→ x ならば，n0 ∈ Nが存在して，n ≥ n0 を満たすすべ

ての n ∈ Nに対して xn ∈ Gが成り立つとき，Gは列的開集合といい，任意の {xn}n∈N ⊂ F と x ∈ T

に対して，xn
T−−→ xならば x ∈ F が成り立つとき，F は列的閉集合という．位相空間 (T, T )は次の

同値な条件の一つ，したがって全部を満たすとき，列型空間という:

(a) T の任意の列的開集合は開集合である．

(b) T の任意の列的閉集合は閉集合である．
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は，任意の {xn}n∈N ⊂ T と任意の x ∈ T に対して，xn

T−−→ xならば φ(xn)
S−−→ φ(x)が成り

立つことである．

以上の用語において，考察する位相が T であることを明示したいときは，T -近傍，T -開近傍，T -近
傍基底，T -収束などと呼ぶことにする．

2.4 測度収束
非加法的測度 µ に対しても，可測関数列の測度収束は通常の測度の場合と同様に定義できる (例え

ば，Rao [18]を見よ): {fn}n∈N ⊂ F0(X)，f ∈ F0(X)とする．任意の ε > 0に対して

lim
n→∞

µ({|fn − f | > ε}) = 0

が成り立つとき，{fn}n∈N は f に µ-測度収束または単に測度収束するといい，fn
µ−−→ f で表す．

3 集合族が定める位相

今までに知られている実可測関数空間上の位相を統一的に取り扱うために，集合族が定める位相の概
念を導入し，その基本性質を調べる．
T は空でない集合とする．各 x ∈ T と r > 0に対して，T の空でない部分集合 B(x, r)が定まり，x

を固定したとき，B(x, r)は r に関して単調増加，すなわち，0 < r1 ≤ r2 ならば B(x, r1) ⊂ B(x, r2)

を満たすとする．以下ではこの条件を r-増加性という．各 x ∈ T に対して，

U(x) := {U ⊂ T : ∃r > 0, B(x, r) ⊂ U}

とおき，T の集合族 T を

T := {G ⊂ T : ∀x ∈ G,G ∈ U(x)}

で定める．明らかに，

T = {G ⊂ T : ∀x ∈ G, ∃r > 0, B(x, r) ⊂ G}

である．以下では，
B := {B(x, r) : x ∈ T, r > 0}

とおく．また，点列 {xn}n∈N ⊂ T と x ∈ T が与えられたとき，任意の ε > 0に対して，n0 ∈ Nが存在
して，任意の n ∈ Nに対して，n ≥ n0 ならば xn ∈ B(x, ε)が成り立つとき，{xn}n∈N は xにB-収束
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するといい，xn
B−−→ xとかく．

命題 1. 集合族 T は T 上の位相であり，次の性質をもつ．
(1) 各 x ∈ T に対して，U(x)は xの T -近傍系を含んでいる．

(2) (T, T )は列型空間である．

(3) 任意の {xn}n∈N ⊂ T と x ∈ T に対して，xn
B−−→ xならば xn

T−−→ xである．

(4) 次は同値である．
(i) 任意の x ∈ T と r > 0に対して，B(x, r)は xの T -近傍である．
(ii) 任意の x ∈ T に対して，U(x)は xの T -近傍系である．
(iii) 位相 T は第 1可算公理を満たし，任意の {xn}n∈N ⊂ T と x ∈ T に対して，xn

B−−→ xと
xn

T−−→ xは同値である．

証明． 集合族 T が位相であるための条件 (G1)～(G3)を満たすことを示す．
(G1) 任意の x ∈ T に対して，B(x, 1) ⊂ T なので，T ∈ T である．次に，∅ ̸∈ T とすると，x0 ∈ ∅
が存在して，任意の r > 0に対して，B(x0, r) ̸⊂ ∅となる．これは ∅が一つも要素をもたないことに反
する．よって，∅ ∈ T である．
(G2) Gλ ∈ T (λ ∈ Λ)とし，G :=

∪
λ∈Λ Gλ とおく．x ∈ Gとすると，λ0 ∈ Λが存在して，x ∈ Gλ0

となるが，Gλ0 ∈ T なので，r0 > 0 が存在して，B(x, r0) ⊂ Gλ0 ⊂ G となる．よって，G ∈ T で
ある．
(G3) Gi ∈ T (i = 1, 2, . . . , n)とし，G :=

∩n
i=1 Gi とおく．x ∈ Gとすると，各 i ∈ {1, 2, . . . , n}

に対して ri > 0が存在して，B(x, ri) ⊂ Gi となる．そこで，r := min1≤i≤n ri > 0とおくと，r-増加
性より，すべての i ∈ {1, 2, . . . , n}に対して，B(x, r) ⊂ B(x, ri) ⊂ Gi が成り立つ．よって，

B(x, r) ⊂
n∩

i=1

Gi = G

となり，G ∈ T を得る．
以上より，T は T 上の位相であることが示された．
(1) x ∈ T とする．U は x の T -近傍とすると，G ∈ T が存在して，x ∈ G ⊂ U となる．よって，

r > 0が存在して，B(x, r) ⊂ Gとなり，B(x, r) ⊂ U を得る．ゆえに，U ∈ U(x)となる．
(2) 列型空間の定義より，T の任意の列的開集合は T -開集合であることを示せばよい．Gは T の列
的開集合とする．G ̸∈ T とすると，x0 ∈ Gが存在して，任意の n ∈ Nに対して，B(x0, 1/n) ̸⊂ Gとな
る．そこで，各 n ∈ Nに対して，xn ∈ B(x0, 1/n)を満たす xn ̸∈ Gを選ぶ．このとき，xn

T−−→ x0 で
ある．実際，U を x0 の近傍とすると，r0 > 0が存在して，B(x0, r0) ⊂ U となる．そこで，1/n0 < r0

となる n0 ∈ Nを選べば，r-増加性より，任意の n ∈ Nに対して，n ≥ n0 ならば
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するといい，xn
B−−→ xとかく．

命題 1. 集合族 T は T 上の位相であり，次の性質をもつ．
(1) 各 x ∈ T に対して，U(x)は xの T -近傍系を含んでいる．

(2) (T, T )は列型空間である．

(3) 任意の {xn}n∈N ⊂ T と x ∈ T に対して，xn
B−−→ xならば xn

T−−→ xである．

(4) 次は同値である．
(i) 任意の x ∈ T と r > 0に対して，B(x, r)は xの T -近傍である．
(ii) 任意の x ∈ T に対して，U(x)は xの T -近傍系である．
(iii) 位相 T は第 1可算公理を満たし，任意の {xn}n∈N ⊂ T と x ∈ T に対して，xn

B−−→ xと
xn

T−−→ xは同値である．

証明． 集合族 T が位相であるための条件 (G1)～(G3)を満たすことを示す．
(G1) 任意の x ∈ T に対して，B(x, 1) ⊂ T なので，T ∈ T である．次に，∅ ̸∈ T とすると，x0 ∈ ∅
が存在して，任意の r > 0に対して，B(x0, r) ̸⊂ ∅となる．これは ∅が一つも要素をもたないことに反
する．よって，∅ ∈ T である．
(G2) Gλ ∈ T (λ ∈ Λ)とし，G :=

∪
λ∈Λ Gλ とおく．x ∈ Gとすると，λ0 ∈ Λが存在して，x ∈ Gλ0

となるが，Gλ0 ∈ T なので，r0 > 0 が存在して，B(x, r0) ⊂ Gλ0 ⊂ G となる．よって，G ∈ T で
ある．
(G3) Gi ∈ T (i = 1, 2, . . . , n)とし，G :=

∩n
i=1 Gi とおく．x ∈ Gとすると，各 i ∈ {1, 2, . . . , n}

に対して ri > 0が存在して，B(x, ri) ⊂ Gi となる．そこで，r := min1≤i≤n ri > 0とおくと，r-増加
性より，すべての i ∈ {1, 2, . . . , n}に対して，B(x, r) ⊂ B(x, ri) ⊂ Gi が成り立つ．よって，

B(x, r) ⊂
n∩

i=1

Gi = G

となり，G ∈ T を得る．
以上より，T は T 上の位相であることが示された．
(1) x ∈ T とする．U は x の T -近傍とすると，G ∈ T が存在して，x ∈ G ⊂ U となる．よって，

r > 0が存在して，B(x, r) ⊂ Gとなり，B(x, r) ⊂ U を得る．ゆえに，U ∈ U(x)となる．
(2) 列型空間の定義より，T の任意の列的開集合は T -開集合であることを示せばよい．Gは T の列
的開集合とする．G ̸∈ T とすると，x0 ∈ Gが存在して，任意の n ∈ Nに対して，B(x0, 1/n) ̸⊂ Gとな
る．そこで，各 n ∈ Nに対して，xn ∈ B(x0, 1/n)を満たす xn ̸∈ Gを選ぶ．このとき，xn

T−−→ x0 で
ある．実際，U を x0 の近傍とすると，r0 > 0が存在して，B(x0, r0) ⊂ U となる．そこで，1/n0 < r0

となる n0 ∈ Nを選べば，r-増加性より，任意の n ∈ Nに対して，n ≥ n0 ならば

xn ∈ B(x0, 1/n) ⊂ B(x0, r0) ⊂ U

となり，xn
T−−→ x0 を得る．Gは列的開集合なので，xn0 ∈ Gとなる n0 ∈ Nが存在するが，これは，

すべての n ∈ Nに対して xn ̸∈ Gであることに反する．よって，G ∈ T である．
(3) xn

B−−→ x とする．U は x の T -近傍とすると，(1) より U ∈ U(x) なので，r > 0 が存在して，
B(x, r) ⊂ U となる．この r > 0に対して，n0 ∈ Nが存在して，任意の n ∈ Nに対して，n ≥ n0 なら
ば xn ∈ B(x, r)となり，xn ∈ U を得る．ゆえに，xn

T−−→ xである．
(4) (i)⇒(ii) x ∈ T とする．(1)より，U(x)に属する任意の集合が xの T -近傍であることを示せば
よい．U ∈ U(x)とすると，r > 0が存在して，B(x, r) ⊂ U となる．条件 (i)より，B(x, r)は xの T -

近傍なので，G ∈ T が存在して，x ∈ G ⊂ B(x, r)となり，x ∈ G ⊂ U を得る．よって，U は xの T -

近傍である．
(ii)⇒(iii) 各 x ∈ T に対して

V(x) := {B(x, 1/n) : n ∈ N}

とおくと，V(x)は xの T -近傍基底となる．実際，条件 (ii)より，V(x)は T -近傍からなる集合族であ
る．さらに，U ∈ U(x) とすると，r > 0 が存在して，B(x, r) ⊂ U となるので，1/n0 < r を満たす
n0 ∈ Nを選べば，r-増加性より，

B(x, 1/n0) ⊂ B(x, r) ⊂ U

を得る．ゆえに，V(x)は xの T -近傍基底である．V(x)は高々可算個の集合からなるので，位相 T は
第 1可算公理を満たす．
次に，任意の {xn}n∈N ⊂ T と x ∈ T に対して，xn

T−−→ xとする．(3)より，xn
B−−→ xを示せばよ

い．任意に ε > 0を固定すると，B(x, ε) ∈ U(x)なので，条件 (ii)より，B(x, ε)は xの T -近傍とな
る．よって，n0 ∈ Nが存在して，任意の n ∈ Nに対して，n ≥ n0 ならば xn ∈ B(x, ε)となる．ゆえ
に，xn

B−−→ xである．
(iii)⇒(i) x ∈ T，r > 0とする．背理法で示すために，B(x, r)は xの T -近傍でないとする．T は第 1

可算公理を満たすので，単調減少な集合からなる xの T -近傍基底 {Vn}n∈N が存在する．さて，n0 ∈ N

が存在して，Vn0 ⊂ B(x, r)が成り立つと仮定すると，G0 ∈ T が存在して，x ∈ G0 ⊂ Vn0 ⊂ B(x, r)

となり，B(x, r) は x の T -近傍となる．これは背理法の仮定に反する．よって，すべての n ∈ N に
対して Vn ̸⊂ B(x, r) となる．そこで，各 n ∈ N に対して，xn ̸∈ B(x, r) となる xn ∈ Vn を選べば，
xn

T−−→ x が成り立つ．実際，V を x の T -近傍とすると，n0 ∈ N が存在して Vn0
⊂ V となるので，

{Vn}n∈N の単調増加性より，任意の n ∈ Nに対して，n ≥ n0 ならば

xn ∈ Vn ⊂ Vn0
⊂ V
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となり，xn
T−−→ xを得る．ゆえに，xn

B−−→ xとなる．よって，xn0
∈ B(x, r)を満たす n0 ∈ Nが存在

するので，矛盾が生じる．ゆえに，B(x, r)は xの T -近傍である．
定義 2. 命題 1で定まる位相 T を集合族Bが定める位相または単にB-位相という．
命題 3. T は空でない集合とする．B1 = {B1(x, r) : x ∈ T, r > 0}，B2 = {B2(x, r) : x ∈ T, r > 0}
は r-増加性を満たす T の部分集合族で，T1 は B1-位相，T2 は B2-位相とする．このとき，任意の
x ∈ T と r > 0に対して，

B2(x, s) ⊂ B1(x, r)

となる s > 0が存在すれば，T1 ⊂ T2 である．
証明． G ∈ T1 とし，x ∈ Gを固定する．このとき，r > 0 が存在して，B1(x, r) ⊂ G となる．この
r > 0に対して，仮定より，B2(x, s) ⊂ B1(x, r)となる s > 0が存在するので，G ∈ T2 を得る．
一般に，集合 B(x, r) は B-位相に関して開集合になるとは限らないことに注意せよ (例 7 を見よ)．

それゆえ，次の定義は意味をもつ．
定義 4. 任意の x ∈ T と r > 0に対して，B(x, r) ∈ T となるとき，B-位相 T は開球条件を満たすと
いう．

4 F0(X)上のB-位相

非加法的測度と非線形積分を用いて，次の 6つのB-位相を F0(X)上に導入する．
定義 5. (1) Wu, Ren, and Wu [25]: 各 f ∈ F0(X)と r > 0に対して，

BSu(f, r) := {g ∈ F0(X) : dSu(f, g) < r}

とする．ここで，関数 dSu : F0(X)×F0(X) → [0, 1]は

dSu(f, g) := Su

(
µ,

|f − g|
1 + |f − g|

)
, f, g ∈ F0(X)

で定める．集合族 {BSu(f, r) : f ∈ F0(X), r > 0}が定める F0(X)上の位相を Su位相といい，TSu で
表す．
(2) Ouyang and Zhang [15]: 各 f ∈ F0(X)と r > 0に対して，

BCh(f, r) := {g ∈ F0(X) : dCh(f, g) < r}

とする．ここで，関数 dCh : F0(X)×F0(X) → [0, µ(X)]は
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となり，xn
T−−→ xを得る．ゆえに，xn

B−−→ xとなる．よって，xn0
∈ B(x, r)を満たす n0 ∈ Nが存在

するので，矛盾が生じる．ゆえに，B(x, r)は xの T -近傍である．
定義 2. 命題 1で定まる位相 T を集合族Bが定める位相または単にB-位相という．
命題 3. T は空でない集合とする．B1 = {B1(x, r) : x ∈ T, r > 0}，B2 = {B2(x, r) : x ∈ T, r > 0}
は r-増加性を満たす T の部分集合族で，T1 は B1-位相，T2 は B2-位相とする．このとき，任意の
x ∈ T と r > 0に対して，

B2(x, s) ⊂ B1(x, r)

となる s > 0が存在すれば，T1 ⊂ T2 である．
証明． G ∈ T1 とし，x ∈ Gを固定する．このとき，r > 0 が存在して，B1(x, r) ⊂ G となる．この
r > 0に対して，仮定より，B2(x, s) ⊂ B1(x, r)となる s > 0が存在するので，G ∈ T2 を得る．
一般に，集合 B(x, r) は B-位相に関して開集合になるとは限らないことに注意せよ (例 7 を見よ)．

それゆえ，次の定義は意味をもつ．
定義 4. 任意の x ∈ T と r > 0に対して，B(x, r) ∈ T となるとき，B-位相 T は開球条件を満たすと
いう．

4 F0(X)上のB-位相

非加法的測度と非線形積分を用いて，次の 6つのB-位相を F0(X)上に導入する．
定義 5. (1) Wu, Ren, and Wu [25]: 各 f ∈ F0(X)と r > 0に対して，

BSu(f, r) := {g ∈ F0(X) : dSu(f, g) < r}

とする．ここで，関数 dSu : F0(X)×F0(X) → [0, 1]は

dSu(f, g) := Su

(
µ,

|f − g|
1 + |f − g|

)
, f, g ∈ F0(X)

で定める．集合族 {BSu(f, r) : f ∈ F0(X), r > 0}が定める F0(X)上の位相を Su位相といい，TSu で
表す．
(2) Ouyang and Zhang [15]: 各 f ∈ F0(X)と r > 0に対して，

BCh(f, r) := {g ∈ F0(X) : dCh(f, g) < r}

とする．ここで，関数 dCh : F0(X)×F0(X) → [0, µ(X)]は

dCh(f, g) := Ch

(
µ,

|f − g|
1 + |f − g|

)
, f, g ∈ F0(X)

で定める．集合族 {BCh(f, r) : f ∈ F0(X), r > 0}が定める F0(X)上の位相を Ch位相といい，TCh

で表す．
(3) Ky Fan [9]，Li [14]: 各 f ∈ F0(X)と r > 0に対して，

BKy(f, r) := {g ∈ F0(X) : dKy(f, g) < r}

とする．ここで，関数 dKy : F0(X)×F0(X) → [0, µ(X)]は

dKy(f, g) := inf{c > 0: µ({|f − g| > c}) ≤ c}, f, g ∈ F0(X)

で定める．ただし，inf ∅ := ∞と規約する．集合族 {BKy(f, r) : f ∈ F0(X), r > 0}が定める F0(X)

上の位相をKy位相といい，TKy で表す．
(4) Assa and Zimper [1]: 各 f ∈ F0(X)と r > 0に対して，

BAZ(f, r) := {g ∈ F0(X) : µ({|f − g| ≥ r}) < r}

とする．集合族 {BAZ(f, r) : f ∈ F0(X), r > 0}が定める F0(X)上の位相をAZ位相といい，TAZ で
表す．
(5) Dunford and Schwartz [8]，Kawabe [13]: 各 f ∈ F0(X)と r > 0に対して，

BDS(f, r) := {g ∈ F0(X) : dDS(f, g) < r}

とする． ここで，関数 dDS : F0(X)×F0(X) → [0, π/2]は

dDS(f, g) := inf
c>0

φ(c+ µ({|f − g| > c})), f, g ∈ F0(X)

で定める．また，関数 φ : [0,∞] → [0, π/2]は

φ(t) :=

{
arctan t if t ̸= ∞
π/2 if t = ∞

である．集合族 {BDS(f, r) : f ∈ F0(X), r > 0}が定める F0(X)上の位相をDS位相といい，TDS で
表す．
(6) 各 f ∈ F0(X)と r > 0に対して，

BSh(f, r) := {g ∈ F0(X) : dSh(f, g) < r}

とする．ここで，関数 dSh : F0(X)×F0(X) → [0, µ(X)]は
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dSh(f, g) := Sh

(
µ,

|f − g|
1 + |f − g|

)
, f, g ∈ F0(X)

で定める．集合族 {BSh(f, r) : f ∈ F0(X), r > 0}が定める F0(X)上の位相を Sh位相といい，TSh で
表す．
注意 6. (1) µは非加法的測度なので，上記の関数 dSu，dCh，dKy，dDS，dSh は一般には三角不等式
の類の不等式評価をもたない．それゆえ，次の例 7が示すように，BDS(f, r)は TDS-開集合とは限らな
い．他の位相の場合も同様である．
(2) 上記の位相の中で，AZ 位相だけは，集合 BAZ(f, r) が関数を用いずに定義されている．そこ

で，AZ位相を他の位相と統一的に議論するために，集合族が定める位相である B-位相の概念が必要
となる．
例 7 ([13]). X = N，A = 2X とする．非加法的測度 µ : A → [0,∞]を，各 A ∈ Aに対して

µ(A) :=



0 if A = ∅

|A| ·
∑

i∈A

1

2i
if A ̸= ∅

で定める．ただし，|A|は集合 Aの要素の個数を表す．このとき，BDS(0, π/4)は TDS-開集合でない．

5 B-位相の一致性

第 4章で定義した 6つのB-位相の一致性と測度収束との関係性を議論するために，まず次の補題を
準備する．
補題 8. µ ∈ M(X)とする．f, g ∈ F0(X)，r > 0とする．このとき，次の含意が成り立つ．

(1) dCh(f, g) <
r2

1 + r
⇒ µ({|f − g| > r}) < r

⇒ dCh(f, g) ≤
r

1 + r
(1 + µ({|f − g| > 0}))．

(2) dSu(f, g) <
r

1 + r
⇒ µ({|f − g| > r}) < r ⇒ dSu(f, g) < r．

(3) dSh(f, g) <
r2

1 + r
⇒ µ({|f − g| > r}) < r

⇒ dSh(f, g) ≤ max

{
r

1 + r
µ({|f − g| > 0}), r

}
．
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dSh(f, g) := Sh

(
µ,

|f − g|
1 + |f − g|

)
, f, g ∈ F0(X)

で定める．集合族 {BSh(f, r) : f ∈ F0(X), r > 0}が定める F0(X)上の位相を Sh位相といい，TSh で
表す．
注意 6. (1) µは非加法的測度なので，上記の関数 dSu，dCh，dKy，dDS，dSh は一般には三角不等式
の類の不等式評価をもたない．それゆえ，次の例 7が示すように，BDS(f, r)は TDS-開集合とは限らな
い．他の位相の場合も同様である．
(2) 上記の位相の中で，AZ 位相だけは，集合 BAZ(f, r) が関数を用いずに定義されている．そこ

で，AZ位相を他の位相と統一的に議論するために，集合族が定める位相である B-位相の概念が必要
となる．
例 7 ([13]). X = N，A = 2X とする．非加法的測度 µ : A → [0,∞]を，各 A ∈ Aに対して

µ(A) :=



0 if A = ∅

|A| ·
∑

i∈A

1

2i
if A ̸= ∅

で定める．ただし，|A|は集合 Aの要素の個数を表す．このとき，BDS(0, π/4)は TDS-開集合でない．

5 B-位相の一致性

第 4章で定義した 6つのB-位相の一致性と測度収束との関係性を議論するために，まず次の補題を
準備する．
補題 8. µ ∈ M(X)とする．f, g ∈ F0(X)，r > 0とする．このとき，次の含意が成り立つ．

(1) dCh(f, g) <
r2

1 + r
⇒ µ({|f − g| > r}) < r

⇒ dCh(f, g) ≤
r

1 + r
(1 + µ({|f − g| > 0}))．

(2) dSu(f, g) <
r

1 + r
⇒ µ({|f − g| > r}) < r ⇒ dSu(f, g) < r．

(3) dSh(f, g) <
r2

1 + r
⇒ µ({|f − g| > r}) < r

⇒ dSh(f, g) ≤ max

{
r

1 + r
µ({|f − g| > 0}), r

}
．

証明． (1) dCh(f, g) <
r2

1 + r
とすると，

r

1 + r
µ({|f − g| > r}) = r

1 + r
µ

({
|f − g|

1 + |f − g|
>

r

1 + r

})

=

∫ r
1+r

0

µ

({
|f − g|

1 + |f − g|
>

r

1 + r

})
dt

≤
∫ r

1+r

0

µ

({
|f − g|

1 + |f − g|
> t

})
dt

≤
∫ ∞

0

µ

({
|f − g|

1 + |f − g|
> t

})
dt

= Ch

(
µ,

|f − g|
1 + |f − g|

)

= dCh(f, g) <
r2

1 + r

となる．よって，

µ({|f − g| > r}) < r2

1 + r
· 1 + r

r
= r．

次に，µ({|f − g| > r}) < r とすると，

dCh(f, g) =

∫ 1

0

µ

({
|f − g|

1 + |f − g|
> t

})
dt

=

∫ r
1+r

0

µ

({
|f − g|

1 + |f − g|
> t

})
dt+

∫ 1

r
1+r

µ

({
|f − g|

1 + |f − g|
> t

})
dt

≤
∫ r

1+r

0

µ({|f − g| > 0})dt+
∫ 1

r
1+r

µ

({
|f − g|

1 + |f − g|
>

r

1 + r

})
dt

=
r

1 + r
µ({|f − g| > 0}) +

(
1− r

1 + r

)
µ({|f − g| > r})

≤ r

1 + r
µ({|f − g| > 0}) + 1

1 + r
· r

=
r

1 + r

{
1 + µ({|f − g| > 0})

}．
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(2) dSu(f, g) <
r

1 + r
とすると，

r

1 + r
∧ µ({|f − g| > r}) = r

1 + r
∧ µ

({
|f − g|

1 + |f − g|
>

r

1 + r

})

≤ sup
t∈[0,∞)

t ∧ µ

({
|f − g|

1 + |f − g|
> t

})

= Su

(
µ,

|f − g|
1 + |f − g|

)

= dSu(f, g) <
r

1 + r

より，

r

1 + r
∧ µ({|f − g| > r}) < r

1 + r

となる．よって，

µ({|f − g| > r}) < r

1 + r
< r．

次に，µ({|f − g| > r}) < r とすると，

dSu(f, g) = Su

(
µ,

|f − g|
1 + |f − g|

)

≤ r

1 + r
∨ µ

({
|f − g|

1 + |f − g|
>

r

1 + r

})

=
r

1 + r
∨ µ({|f − g| > r}) < r．

(3) dSh(f, g) <
r2

1 + r
とすると，

r

1 + r
µ({|f − g| > r}) = r

1 + r
µ

({
|f − g|

1 + |f − g|
>

r

1 + r

})

≤ sup
t∈[0,∞)

t · µ
({

|f − g|
1 + |f − g|

> t

})

= Sh

(
µ,

|f − g|
1 + |f − g|

)

= dSh(f, g) <
r2

1 + r
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(2) dSu(f, g) <
r

1 + r
とすると，

r

1 + r
∧ µ({|f − g| > r}) = r

1 + r
∧ µ

({
|f − g|

1 + |f − g|
>

r

1 + r

})

≤ sup
t∈[0,∞)

t ∧ µ

({
|f − g|

1 + |f − g|
> t

})

= Su

(
µ,

|f − g|
1 + |f − g|

)

= dSu(f, g) <
r

1 + r

より，

r

1 + r
∧ µ({|f − g| > r}) < r

1 + r

となる．よって，

µ({|f − g| > r}) < r

1 + r
< r．

次に，µ({|f − g| > r}) < r とすると，

dSu(f, g) = Su

(
µ,

|f − g|
1 + |f − g|

)

≤ r

1 + r
∨ µ

({
|f − g|

1 + |f − g|
>

r

1 + r

})

=
r

1 + r
∨ µ({|f − g| > r}) < r．

(3) dSh(f, g) <
r2

1 + r
とすると，

r

1 + r
µ({|f − g| > r}) = r

1 + r
µ

({
|f − g|

1 + |f − g|
>

r

1 + r

})

≤ sup
t∈[0,∞)

t · µ
({

|f − g|
1 + |f − g|

> t

})

= Sh

(
µ,

|f − g|
1 + |f − g|

)

= dSh(f, g) <
r2

1 + r

となる．よって，

µ({|f − g| > r}) < r2

1 + r
· 1 + r

r
= r．

次に，µ({|f − g| > r}) < r とすると，

dSh(f, g)

= max



 sup

t∈[0, r
1+r ]

t · µ
({

|f − g|
1 + |f − g|

> t

})
, sup
t∈( r

1+r ,1]
t · µ

({
|f − g|

1 + |f − g|
> t

})


≤ max


 sup

t∈[0, r
1+r ]

t · µ
({

|f − g|
1 + |f − g|

> 0

})
, sup
t∈( r

1+r ,1]
t · µ

({
|f − g|

1 + |f − g|
>

r

1 + r

})


= max

{
r

1 + r
µ({|f − g| > 0}), µ({|f − g| > r})

}

≤ max

{
r

1 + r
µ({|f − g| > 0}), r

}

を得る．
注意 9. µが有限ならば，命題 8の (1)の最後の不等式は

dCh(f, g) <
r

1 + r
(1 + µ({|f − g| > 0}))

となる．
補題 8を用いて，集合 B∗(f, r) (∗ = Su,Ch,AZ,DS, Sh)と BKy(f, r)の包含関係を調べると，次の
ようになる．
命題 10. µ ∈ M(X)とする．f ∈ F0(X)，r > 0とする．このとき，以下が成り立つ．

(1) BSu(f, r/(2 + r)) ⊂ BKy(f, r) ⊂ BSu(f, r)．

(2) BAZ(f, r/2) ⊂ BKy(f, r) ⊂ BAZ(f, 2r)．

(3) BDS(f, φ(r/2)) ⊂ BKy(f, r) ⊂ BDS(f, φ(2r))．

証明． (1) g ∈ BSu(f, r/(2 + r))とすると，

dSu(f, g) <
r

2 + r
=

r/2

1 + r/2

− 109 −

非加法的測度と非線形積分により可測関数空間上に導入された位相の一致性（河邊）



となる．よって，補題 8の (2)より，

µ
({

|f − g| > r

2

})
<

r

2

を得る．よって，

dKy(f, g) ≤
r

2
< r

となり，g ∈ BKy(f, r)である．
次に g ∈ BKy(f, r)とすると，µ({|f−g| > r}) < rとなる．ゆえに，補題 8の (2)より dSu(f, g) < r

となり，g ∈ BSu(f, r)である．
(2) g ∈ BAZ(f, r/2)とすると，

µ
({

|f − g| > r

2

})
<

r

2

となり，

dKy(f, g) ≤
r

2
< r

である．よって，g ∈ BKy(f, r)を得る．
次に，g ∈ BKy(f, r)とすると，µ({|f − g| > r}) < r となり，

µ({|f − g| ≥ 2r}) ≤ µ({|f − g| > r}) < r < 2r

となる．よって，g ∈ BAZ(f, 2r)である．
(3) g ∈ BDS(f, φ(r/2))とすると，c0 ∈ (0,∞)が存在して，

c0 + µ({|f − g| > c0}) <
r

2

となるので，

µ
({

|f − g| > r

2

})
≤ µ({|f − g| > c0}) <

r

2

を得る．よって，

dKy(f, g) ≤
r

2
< r

となり，g ∈ BKy(f, r)である．
次に，g ∈ BKy(f, r)とすると，µ({|f − g| > r}) < r となり，

dDS(f, g) ≤ φ(r + µ({|f − g| > r})) < φ(2r)

である．よって，g ∈ BDS(f, φ(2r))を得る．
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となる．よって，補題 8の (2)より，

µ
({

|f − g| > r

2

})
<

r

2

を得る．よって，

dKy(f, g) ≤
r

2
< r

となり，g ∈ BKy(f, r)である．
次に g ∈ BKy(f, r)とすると，µ({|f−g| > r}) < rとなる．ゆえに，補題 8の (2)より dSu(f, g) < r

となり，g ∈ BSu(f, r)である．
(2) g ∈ BAZ(f, r/2)とすると，

µ
({

|f − g| > r

2

})
<

r

2

となり，

dKy(f, g) ≤
r

2
< r

である．よって，g ∈ BKy(f, r)を得る．
次に，g ∈ BKy(f, r)とすると，µ({|f − g| > r}) < r となり，

µ({|f − g| ≥ 2r}) ≤ µ({|f − g| > r}) < r < 2r

となる．よって，g ∈ BAZ(f, 2r)である．
(3) g ∈ BDS(f, φ(r/2))とすると，c0 ∈ (0,∞)が存在して，

c0 + µ({|f − g| > c0}) <
r

2

となるので，

µ
({

|f − g| > r

2

})
≤ µ({|f − g| > c0}) <

r

2

を得る．よって，

dKy(f, g) ≤
r

2
< r

となり，g ∈ BKy(f, r)である．
次に，g ∈ BKy(f, r)とすると，µ({|f − g| > r}) < r となり，

dDS(f, g) ≤ φ(r + µ({|f − g| > r})) < φ(2r)

である．よって，g ∈ BDS(f, φ(2r))を得る．

命題 11. µ ∈ Mb(X)とする．f ∈ F0(X)，r > 0とする．このとき，以下が成り立つ．

(1) BCh(f, r
2/(4 + 2r)) ⊂ BKy(f, r) ⊂ BCh (f, r(1 + µ(X))/(1 + r))．

(2) BSh(f, r
2/(4 + 2r)) ⊂ BKy(f, r) ⊂ BSh(f, r(1 + µ(X)))．

証明． (1) g ∈ BCh(f, r
2/(4 + 2r))とすると，

dCh(f, g) <
r2

4 + 2r
=

(r/2)2

1 + r/2

なので，補題 8の (1)より，

µ
(
{|f − g| > r

2

)
<

r

2

となる．よって，

dKy(f, g) ≤
r

2
< r

となり，g ∈ BKy(f, r)である．
次に g ∈ BKy(f, r)とすると，µ({|f − g| > r}) < r となる．よって，注意 9より，

dCh(f, g) <
r

1 + r
(1 + µ(X))

となり，

g ∈ BCh

(
f,

r

1 + r
(1 + µ(X))

)

を得る．
(2) g ∈ BSh(f, r

2/(4 + 2r))とすると，

dSh(f, g) <
r2

4 + 2r
=

(r/2)2

1 + r/2

なので，補題 8の (3)より，

µ
({

|f − g| > r

2

})
<

r

2

となる．よって，

dKy(f, g) ≤
r

2
< r

なので，g ∈ BKy(f, r)を得る．
次に g ∈ BKy(f, r)とすると，µ({|f − g| > r}) < r となる．よって，補題 8の (3)より，

− 111 −

非加法的測度と非線形積分により可測関数空間上に導入された位相の一致性（河邊）



dSh(f, g) ≤ max

{
r

1 + r
µ(X), r

}
< r(1 + µ(X))

となり，g ∈ BSh(f, r(1 + µ(X)))を得る．
命題 3，命題 10，命題 11より，F0(X)上に導入された 6つの位相の一致性に関して，次の結果が得

られる ([27]も見よ)．
定理 12. µ ∈ M(X)とする．このとき，F0(X)上の 6つのB-位相 TSu，TCh，TKy，TAZ，TDS，TSh
に対して，以下が成り立つ．

(1) TSu = TKy = TAZ = TDS である．

(2) µが有限ならば，TSu = TCh = TKy = TAZ = TDS = TSh である．

補題 8 は，可測関数列の測度収束と B∗-収束の一致性を示す際にも役立つ．実際，次の定理は，補
題 8と，測度収束，B∗-収束の定義より容易に導ける．
定理 13. µ ∈ M(X)とする．{fn}n∈N ⊂ F0(X)は関数列，f ∈ F0(X)とする．このとき，

fn
µ−−→ f ⇔ fn

BSu−−−→ f ⇔ fn
BKy−−−→ f ⇔ fn

BAZ−−−→ f ⇔ BDS−−−→ f

が成り立つ．特に，µが有限ならば，

fn
µ−−→ f ⇔ fn

BCh−−−→ f ⇔ fn
BSh−−−→ f

も成り立つ．
一般には，可測関数列の測度収束と位相 T∗ による収束は同値ではない．次の結果は，これら 2つの

収束が同値となるための十分条件を与えている．
系 14. µ ∈ M(X)とする．∗ = Su,Ky,AZ,DSとする．B-位相 T∗ が開球条件を満たすならば，任
意の {fn}n∈N ⊂ F0(X)と f ∈ F0(X)に対して，fn

µ−−→ f と fn
T∗−−→ f は同値である．特に，µが有

限ならば，この同値性は ∗ = Ch, Shに対しても成り立つ．
証明． 位相 T∗ は開球条件を満たすので，命題 1の (4)と定理 12より，結果が従う．

6 今後の課題

系 14によれば，B-位相 T∗ が開球条件を満たせば，すべての B∗(f, r)が T∗-開集合となるだけでな
く，可測関数列の測度収束性と T∗-収束性も一致する．それゆえ，位相 T∗ の性質を集合 B∗(f, r)や関
数列の測度収束性を用いて調べることが可能となり，大変便利である．この研究ノートで取り扱った
F0(X)上の 6つの位相が開球条件を満たすために非加法的測度 µに課すべき (必要)十分条件に関して
は，現在までに以下の結果が知られている．
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dSh(f, g) ≤ max

{
r

1 + r
µ(X), r

}
< r(1 + µ(X))

となり，g ∈ BSh(f, r(1 + µ(X)))を得る．
命題 3，命題 10，命題 11より，F0(X)上に導入された 6つの位相の一致性に関して，次の結果が得
られる ([27]も見よ)．
定理 12. µ ∈ M(X)とする．このとき，F0(X)上の 6つのB-位相 TSu，TCh，TKy，TAZ，TDS，TSh
に対して，以下が成り立つ．

(1) TSu = TKy = TAZ = TDS である．

(2) µが有限ならば，TSu = TCh = TKy = TAZ = TDS = TSh である．

補題 8 は，可測関数列の測度収束と B∗-収束の一致性を示す際にも役立つ．実際，次の定理は，補
題 8と，測度収束，B∗-収束の定義より容易に導ける．
定理 13. µ ∈ M(X)とする．{fn}n∈N ⊂ F0(X)は関数列，f ∈ F0(X)とする．このとき，

fn
µ−−→ f ⇔ fn

BSu−−−→ f ⇔ fn
BKy−−−→ f ⇔ fn

BAZ−−−→ f ⇔ BDS−−−→ f

が成り立つ．特に，µが有限ならば，

fn
µ−−→ f ⇔ fn

BCh−−−→ f ⇔ fn
BSh−−−→ f

も成り立つ．
一般には，可測関数列の測度収束と位相 T∗ による収束は同値ではない．次の結果は，これら 2つの

収束が同値となるための十分条件を与えている．
系 14. µ ∈ M(X)とする．∗ = Su,Ky,AZ,DSとする．B-位相 T∗ が開球条件を満たすならば，任
意の {fn}n∈N ⊂ F0(X)と f ∈ F0(X)に対して，fn

µ−−→ f と fn
T∗−−→ f は同値である．特に，µが有

限ならば，この同値性は ∗ = Ch, Shに対しても成り立つ．
証明． 位相 T∗ は開球条件を満たすので，命題 1の (4)と定理 12より，結果が従う．

6 今後の課題

系 14によれば，B-位相 T∗ が開球条件を満たせば，すべての B∗(f, r)が T∗-開集合となるだけでな
く，可測関数列の測度収束性と T∗-収束性も一致する．それゆえ，位相 T∗ の性質を集合 B∗(f, r)や関
数列の測度収束性を用いて調べることが可能となり，大変便利である．この研究ノートで取り扱った
F0(X)上の 6つの位相が開球条件を満たすために非加法的測度 µに課すべき (必要)十分条件に関して
は，現在までに以下の結果が知られている．

• µは有限かつ条件 (WRW)を満たす ⇔ TSu は開球条件を満たす [25]．

• µは有限かつ上から一様自己連続 ⇒ TCh は開球条件を満たす [15]．

• µは有限かつ下から連続かつ劣加法的 ⇒ TKy は開球条件を満たす [14]．

• µは上から自己連続 ⇔ TDS は開球条件を満たす [13]．

• µは上から連続かつ上から自己連続 ⇒ TAZ は開球条件を満たす [27]．

ここで，左側の条件は非加法的測度 µ に関する特性で，任意の A ∈ A と {Bn}n∈N ⊂ A に対して，
µ(Bn) → 0ならば µ(A∪Bn) → µ(A)が成り立つとき上から自己連続，任意の ε > 0に対して，δ > 0

が存在して，すべての A,B ∈ A に対して，µ(B) < δ ならば µ(A ∪ B) ≤ µ(A) + ε が成り立つと
き上から一様自己連続，任意の A,B ∈ Aに対して µ(A ∪ B) ≤ µ(A) + µ(B)が成り立つとき劣加法
的という．また，任意の {An}n∈N ⊂ A と A ∈ A に対して，{An}n∈N が単調増加で A =

∪∞
n=1 An

ならば µ(An) → µ(A) が成り立つとき下から連続，{An}n∈N が単調減少で A =
∩∞

n=1 An ならば
µ(An) → µ(A)が成り立つとき上から連続という．条件 (WRW)は，Wu-Ren-Wu [25]が与えた条件
を少しだけ取り扱いやすい形に書き換えた条件であり，任意の 0 < r ≤ 1，A ∈ A，{Bn}n∈N ⊂ Aに
対して，µ(A) < r かつ µ(Bn) → 0ならば µ(A ∪ Bn0) < r となる n0 ∈ Nが存在する (この条件は µ

が上から自己連続であれば常に満たされる)とき，µは条件 (WRW)を満たすという．
上記の結果を見ると，∗ = Ch,Ky,AZ, Shの場合には，位相 T∗ が開球条件を満たすための必要十分
条件が未だ確立されていない．それゆえ，これらの場合にも T∗-位相が開球条件を満たすために非加法
的測度 µに課すべき必要十分条件を見出し，F0(X)上のB-位相 T∗ がもつ様々な性質を非加法的測度
µの特性を用いて特徴づけることが，今後の課題である．
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