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概　要

多変数フーリエ級数の収束問題とガウスの円問題という一見無関係と思われる 2 つの難問の密接な
関係について，フーリエ球形部分和の収束発散についての最新研究とともに解説する．

I はじめに

近年，多変数フーリエ級数の収束問題とガウスの円問題という一見無関係と思われる 2 つの難問の
密接な相互関係が明らかになった．特に，多変数フーリエ級数の球形部分和にみられる特異現象が，ガ
ウスの円問題に関する Hardy 予想と同値な関係にあることがわかった．ここでは，フーリエ級数の収
束発散に関する先人の研究を振り返るとともに，倉坪茂彦氏（弘前大学）との共同研究 [16]（2022）に
基づき，これら 2 つの難問とその関係を解説する．
フーリエ（J. B. J. Fourier, 1768–1830）が関数を三角関数の和で表現することによって熱伝導方
程式を解いてから約 200 年になる．この三角関数の和は，その後フーリエ級数と呼ばれるようになっ
た．ただし，フーリエの方法には不完全な部分があり，当時から問題点が指摘されていた．その問題
点の中心的なもののひとつがフーリエ級数の収束問題である．1 変数の関数の場合には，局所性定理，
Dirichlet-Jordan の収束定理，Carleson-Hunt の概収束定理など，1960年代までの研究によりほぼ解決
している．これに対して，多変数関数の場合には，局所性定理が成り立たないなど難しい点もあり，まだ
分からないことが多い．そうした中で，とりわけ大きな成果は 1993 年の Pinsky たちによる結果 [23]

である．彼らは，フーリエ級数の球形部分和の研究において，3次元以上のとき，原点を中心とする球
の定義関数のフーリエ級数が原点で発散することを証明した．もとの関数は原点の近傍では滑らかな定
数関数であるが，それにもかかわらず発散するのである．この現象は，その後 Pinsky 現象と呼ばれる
ようになった．さらに，2010年，もっと衝撃的なことが倉坪氏により証明された（Kuratsubo [14]）．
5次元以上の球の定義関数のフーリエ級数が，すべての有理点で発散するというものである．この現象
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を倉坪現象と呼ぶ．有理点とは，各座標成分がすべて有理数である点であり，可算無限個の点で発散す
ることを意味する．一方，ほとんどいたるところで収束（概収束）することも証明されており，大変奇
妙な現象である．このように Pinsky 現象や倉坪現象の発見は，多変数フーリエ級数の複雑さをより明
らかにする結果となった．
一方，ガウスの円問題（Gauss circle problem）は，円の面積とその円内の格子点の個数との誤差を
評価する問題である．格子点とは x 座標と y 座標がともに整数である点であり，その個数は単位正方
形（面積 1）の個数に一致する（図 1 参照）．したがって，円の面積とその円内の格子点の個数はほぼ等
しく，その誤差は円の面積が大きくなれば相対的に小さくなる．Gauss（1777–1855）は，円の面積 S

に対して誤差のオーダーは S1/2 以下であることを証明した．これは面積と円周との比である．その後
Sierpinski は 1906 年，誤差のオーダーは S1/3 以下であることを証明し，Hardy [6]（1915）は，S1/4 以
下ではないことを証明した．Hardy [7]（1916）はさらに，誤差のオーダーが S1/4 に限りなく近いと予
想した．これが Hardy 予想である．その後 100 年，多くの数学者が研究を積み重ねているが，現在の
最新の結果（Bourgain and Watt [4] (2017), arXiv）でも，まだ S517/1648（517/1648 = 0.31371 . . .）
程度である．
2010年，Kuratsubo [14] は格子点問題に関する Novák の結果を改良し，その結果を用いて 5 次元
以上での倉坪現象を証明した．この倉坪の研究から，格子点問題と多変数フーリエ級数の収束問題に密
接な関係があることが分ってきた．しかし，格子点問題は高次元では多くの結果が得られているにもか
かわらず，ガウスの円問題のように低次元では未解決である．
この論文では，多変数フーリエ級数の収束問題と格子点問題がどのような関係にあるか，そして，原
点におけるフーリエ球形部分和の収束発散とガウスの円問題との同値性について解説する．この研究に
より，調和解析学の古典的問題と解析的整数論の難問という，一見無関係と思われる 2つの未解決問題
の密接な相互関係が明らかになった．将来的には，単に大問題の解決に寄与するだけではなく，2つの

図 1 ガウスの円問題
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分野相互に新しい研究手法をもたらすものと期待している．
以下，第 2節と第 3節では，それぞれ 1 変数の場合と多変数の場合について，フーリエ級数につい
て知られている結果を述べる．第 4節では主に 2010年までの結果に基づき，多次元における球の定義
関数について，そのフーリエ球形部分和にみられる特異現象をグラフで示す．第 5節では最新の研究に
基づき，ある種の多次元球対称関数について，そのフーリエ球形部分和の収束発散の状況を述べる．最
後に第 6節において，原点における収束発散とガウスの円問題との同値性について述べる．なお，第 4

節までは [11, 15, 19] も参考にした．
この節の最後に，本文中のグラフを作成したソフトウェアについて記載する．図 3 と図 6 のグラフ
は MATLAB を，図 16 のグラフは Java と gnuplot を，それ以外のグラフは Mathematica を用い
た．いずれも，図の見出しに記載した文献から引用した．

II フーリエ級数

トーラス T = R/Z ≡ (−1/2, 1/2] 上の可積分関数 f （周期 1 の周期関数）に対して，

f̂(m) =

ˆ

T
f(x)e−2πimx dx, m ∈ Z

をフーリエ係数と呼ぶ．f が良い関数，例えば連続微分可能であれば，

f(x) =

∞∑
m=−∞

f̂(m)e2πimx, x ∈ T (2.1)

が成り立つ．詳しくは，フーリエ部分和を

SN (f)(x) =

N∑
m=−N

f̂(m)e2πimx, x ∈ T

としたとき，
f(x) = lim

N→∞
SN (f)(x), x ∈ T

が成り立つ．等式 (2.1) の右辺をフーリエ級数という．一般の可積分関数 f については，この等式が
必ずしも成り立つとは限らない．以下の事実が知られている．

• 1873 年 du Bois-Reymond はある点でフーリエ級数が発散する連続関数を発見した．
• 1926 年 Kolmogorov はフーリエ級数がすべての点で発散する可積分関数が存在することを証明
した．

• 1965 年 Kahane and Katznelson は測度 0 の任意の集合 E に対して，E のすべての点で発散
する連続関数が存在することを証明した．
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収束に関しては次の結果が知られている．
•（局所性定理）f と g を可積分関数とする．区間 I 上で f = g ならば，I の内部に含まれる任意
の区間において SN (f)− SN (g) は 0 に一様収束する．

•（Dirichlet-Jordan の収束定理）有界変動関数 f に対して

lim
N→∞

SN (f)(x) =
f(x+ 0) + f(x− 0)

2

が成り立つ．特に，f が x で連続ならば

lim
N→∞

SN (f)(x) = f(x)

が成り立つ．

フーリエ級数に関する特異現象として，Gibbs 現象（Gibbs-Wilbraham 現象）が良く知られている．
たとえば

χa(x) =

{
1, |x| < a,

0, |x| ≥ a,
x ∈ T = (−1/2, 1/2].

とすると，そのフーリエ部分和 SN (χa) のグラフには，関数 χa の不連続点の近傍において，不連続幅
を超える跳躍が見られる．これが Gibbs 現象である．N = 10, 20, 30 としたときの SN (χa) のグラフ
は図 2 のようになる．跳躍の幅は

2

π

ˆ π

0

sin t

t
dt = 1.1789 · · ·

で与えられる．
フーリエ級数の各点収束に関しては，次の定理が知られている．

定理 2.1 (Carleson-Hunt の概収束定理). 1 < p ≤ ∞ とするとき，f ∈ Lp(T) ならば SN (f) は f に
概収束する．

図 2 Gibbs 現象（Gibbs-Wilbraham 現象）S10(χa), S20(χa), S30(χa), a = 1/8. [8]
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この定理は，Carleson（1966）が f ∈ L2(T)に対して証明し，その後，Hunt（1968）が Carlesonの結果
を Lp(T) (p > 1) に拡張したものである．また，Carleson-Hunt の概収束定理は，Sjölin（1971）によっ
て L logL(log logL)(T) に拡張され，さらに，Antonov（1996）によって L logL(log log logL)(T) に拡
張された．一方，Konyagin（1999）は SN (f) がすべての点で発散する関数 f ∈ L(logL)1/2(T) が存在
することを証明した．詳細は Arias de Reyna [1]（2002）参照．より精密な結果が Arias de Reyna [2]

（2002），Carro et al. [5]（2012）により得られている．

III 多変数フーリエ級数

d を自然数とし，d 次元トーラスを Td = Rd/Zd ≡ (−1/2, 1/2]d とおく．関数 f ∈ L1(Td) に対し
て，そのフーリエ係数 f̂(m) を

cm = f̂(m) =

ˆ

Td

f(x)e−2πimx dx, m = (m1, · · · ,md) ∈ Zd,

と定める．ただし，x = (x1, · · · , xd) ∈ Td に対して mx = m1x1 + · · ·mdxd とする．
2次元以上のとき，フーリエ級数の部分和の取り方は何通りもある．

∑
|m1|,|m2|≤N

cme2πimx,
∑

|m1|≤N1,|m2|≤N2

cme2πimx (d = 2)

は正方形部分和と長方形部分和である．また，多角形 P ∋ 0, 単位円 B および λ > 0 に対して，
λP = {λx : x ∈ P}, λB = {λx : x ∈ B} とおくとき，次の部分和を考えることができる．

∑
m∈λP

cme2πimx,
∑

m∈λB

cme2πimx.

最後の和は球形部分和である．以下，球形部分和を

Sλ(f)(x) =
∑

m∈λB

cme2πimx

とおく．
多変数フーリエ級数の Lp 収束について，次の定理が知られている．

定理 3.1. 1 < p ≤ ∞ とするとき，f ∈ Lp(Td) ならば任意の多角形 P ∋ 0 に対して

lim
λ→∞

∑
m∈λP

cme2πimx = f(x) in Lp(Td).

定理 3.2. f ∈ L2(Td) ならば球形部分和 Sλ(f) は f に L2 収束する．さらに，p ̸= 2 かつ d ≥ 2 な
らば球形部分和 Sλ(f) が Lp 収束しない関数 f ∈ Lp(Td) が存在する．
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また，多変数フーリエ級数の各点収束について，次の定理が知られている．

定理 3.3 (C. Fefferman (1971)). 長方形部分和

lim
N1,N2→∞

∑
|m1|≤N1,|m2|≤N2

cme2πimx

がすべての点で発散するような関数 f ∈ C(T2) が存在する．

定理 3.4 (P. Sjölin (1971), C. Fefferman (1971)). 1 < p ≤ ∞ とするとき，f ∈ Lp(Td) ならば任意
の多角形 P ∋ 0 に対して

lim
λ→∞

∑
m∈λP

cme2πimx = f(x) a.e. x ∈ Td

が成り立つ．

球形部分和の各点収束については p = 2 のときでさえ未解決問題である．

IV 多変数フーリエ級数における特異現象

多変数フーリエ級数の特異現象として，Pinsky et al. [23]（1993）によって発見された Pinsky 現象
が知られている．半径 a の（d 次元）球の定義関数

χa(x) =

{
1, |x| < a,

0, |x| ≥ a,
x ∈ Td, 0 < a <

1

2

を考える．d = 2 のとき次の収束が知られている．

lim
λ→∞

Sλ(χa)(x) = χa(x) :=





1, |x| < a,
1
2 , |x| = a,

0, |x| > a.

さらに，次の定理が得られている．

定理 4.1 (Kuratsubo [13] (1996)). すべての次元 d において

lim
λ→∞

Sλ(χa)(x) = χa(x) a.e. x ∈ Td

が成り立つ．
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lim
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が成り立つ．

しかし，d ≥ 3 とすると原点において Sλ(χa)(0) は発散する．この現象が Pinsky 現象である．たと
えば d = 4, a = 1/8 のとき球形部分和 Sλ(χa)(x1, x2, 0, 0) (λ = 47) のグラフは図 3のようになる．
中心の原点において大きく振動していることがわかる．
また d = 6, a = 1/4 のとき球形部分和 Sλ(χa)(x, 0, 0, 0, 0, 0) (λ = 800) のグラフは図 4のように

なる．原点において振動が非常に激しく，また λ を大きくしたため線の幅よりも細かく振動しており
Pinsky 現象が太い棒のように見える．この図には Gibbs 現象も見られる．そのほかの部分では，元の
関数 χa に近づいている．しかし，なぜか細かな突起も見られる．これを確認するため，区間 [0.2, 0.5]

においてグラフを縦に拡大したものが図 5である．たくさんの点で細かく振動していることがわかる．
これが，2006 年に世界で初めてとらえられた倉坪現象である．グラフ作成は大坪和弥氏が担当した
（Kuratsubo, Nakai and Ootsubo [17]）．この現象はその後，2010 年に倉坪茂彦氏により証明された
（Kuratsubo [14]）．

図 3 Pinsky 現象 (λ = 47) [8]

図 4 倉坪現象 (λ = 800) [17] 図 5 縦方向への拡大 [17]
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図 6 倉坪現象 (λ = 407) [8]

なお，次元を d とするとき球形部分和 Sλ(f) の項の数は λd に比例する．したがって次元が高くな
ると，項の数が非常に多くなり，その分計算に時間がかかる．6次元で λ = 800 ならば項の数はおよそ
8006 × π3/3! ≈ 1.37× 1017 になる．当時のパソコンではひとつのグラフに 2日かかった．実は，この
グラフにたどり着くまでに複数のパソコンを使って何百ものグラフを作った．
図 6は，d = 6, a = 1/8 のときに Sλ(χa)(x1, x2, 0, 0, 0, 0) (λ = 407) を 3Dで描いたものである．
図 3と図 6のグラフは 2009 年に速水彬裕氏が作成した（[8]）．図 6のグラフから，振動の激しい部分
が直線状に分布していることが分かる．しかも，中心点から直線が放射状に延びている．しかしなが
ら，なぜそうなるかはまだ証明されていない．
さらに，フーリエ球形部分和の収束発散を調べるため，Gibbs 現象，Pinsky 現象，倉坪現象をそれぞ

れ数式上で分離して詳細に考察した．この分離のために，論文 [18]（2010）の中で十数ページの計算が必
要であった．図 7 は χa(x) (x ∈ T5, a = 1/4) に対するフーリエ球形部分和 Sλ(χa)(χa)(x1, 0, 0, 0, 0)

(λ = 81) のグラフである．この中で，下のグラフは上のグラフを縦に拡大したものである．また，図 8

はこの Sλ(χa) から Gibbs 現象 χ̄a +Ga,λ，Pinsky 現象 Pa,λ，倉坪現象 Ka,λ を分離して描いたグラ
フである．このグラフにより，倉坪現象が原点で最も激しくみられることが分かった．
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図 7 Sλ(χa) (d = 5, a = 1/4, λ = 81) と
その拡大 [18, 22]

図 8 Gibbs 現象，Pinsky 現象，倉坪現象の
分離 [18, 22]

V 多変数フーリエ級数の収束発散

この節では [16]（2022）に従って，第 4節で考察した定義関数 χa の代わりに次の関数を考える．
β > −1, 0 < a < 1/2 に対して，Td 上の関数 uβ,a と Rd 上の関数 Uβ,a を次のように定義する．

uβ,a(x) =

{
(a2 − |x|2)β , 0 ≤ |x| < a,

0, |x| ≥ a.
x ∈ Td,

Uβ,a(x) =

{
(a2 − |x|2)β , 0 ≤ |x| < a,

0, |x| ≥ a.
x ∈ Rd.

これ以降 Td = (−1/2, 1/2]d ⊂ Rd と考えて

uβ,a(x) = Uβ,a(x) for x ∈ Td

とみなす．
関数 uβ,a は，β = 0 のとき χa と一致する．β > 0 のときは連続関数となり，−1 < β < 0 のとき

は可積分関数であるが |x| = a で発散する．図 9 は，d = 1, a = 1/8, β = −0.95 のときの関数 uβ,a
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図 9 Sλ(uβ,a)(d=1, a=1/8, β=−0.95,

λ = 10) [12]

図 10 Sλ(uβ,a) (d = 2, a = 1/8, β = −0.95,

λ = 91) [12]

とその球形部分和 Sλ(uβ,a) (λ = 10) のグラフである．Sλ(uβ,a) も |x| = a の近傍で大きな値をとる．
また，図 10 は d = 2, a = 1/8, β = −0.95 のときの球形部分和 Sλ(uβ,a)(x1, 0) (λ = 91) のグラフで
ある．|x| = a の近傍でグラフが負の方向に飛び出す Gibbs 現象がみられるとともに，2 次元である
にもかかわらず Pinsky 現象がみられる．これは Taylar [24, 25] も実験により指摘している．図 9と
図 10のグラフは加藤本気氏が作成した（[12]（2019））．
さらに高次元では倉坪現象が生じるが，この現象はフーリエ級数とフーリエ積分の差に関係してい
る．すでに述べたように Td = (−1/2, 1/2]d 上の可積分関数 f に対して，そのフーリエ係数とフーリ
エ球形部分和は次のように定義した．

f̂(m) =

ˆ

Td

f(x)e−2πimx dx, m = (m1, · · · ,md) ∈ Zd, (5.1)

Sλ(f)(x) =
∑

|m|<λ

f̂(m)e2πimx, |m| =

√√√√ d∑
k=1

mk
2, x ∈ Td. (5.2)

これに対して Rd 上の可積分関数 F に対して，そのフーリエ変換とフーリエ球形部分積分を次のよう
に定義する．

F̂ (ξ) =

ˆ

Rd

F (x)e−2πiξx dx, ξ = (ξ1, · · · , ξd) ∈ Rd, (5.3)

σλ(F )(x) =

ˆ

|ξ|<λ

F̂ (ξ)e2πiξxd ξ, |ξ| =

√√√√ d∑
k=1

ξk
2, x ∈ Rd. (5.4)

ここで ξx は内積∑d
k=1 ξkxk を表す．このフーリエ球形部分積分 σλ(F ) では Gibbs 現象と Pinsky 現

象が生じるが，倉坪現象は生じない．フーリエ球形部分和 Sλ(uβ,a) とフーリエ球形部分積分 σλ(Uβ,a)

の間には次の関係がある．
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ここで ξx は内積∑d
k=1 ξkxk を表す．このフーリエ球形部分積分 σλ(F ) では Gibbs 現象と Pinsky 現

象が生じるが，倉坪現象は生じない．フーリエ球形部分和 Sλ(uβ,a) とフーリエ球形部分積分 σλ(Uβ,a)

の間には次の関係がある．

定理 5.1 ([16] (2022)). d ≥ 1, β > −1, 0 < a < 1/2 のとき，すべての x ∈ Td に対して

Sλ(uβ,a)(x) = σλ(Uβ,a)(x) +Kβ,a(λ
2 : x) +O(λ−β−1) (λ → ∞)

が成り立つ．

この定理に出てくる記号について説明すると

Kβ,a(λ
2 : x) =

d♯∑
j=0

(−1)j∆j(λ
2 : x)A

(j)
β,a(λ

2)

であり，d♯ と ∆j , A
(j)
β,a は，それぞれ

d♯ =

[
d− 1

2

]
+ 1 =




1, d = 1, 2,

2, d = 3, 4,

3, d = 5, 6,

. . . .

∆j(s : x) = Dj(s : x)−Di(s : x), s > 0, x ∈ Rd,

Dj(s : x) =
1

Γ(j + 1)

∑
|m|2<s

(s− |m|2)je2πimx, s > 0, x ∈ Rd,

Dj(s : x) =
1

Γ(j + 1)

ˆ

|ξ|2<s

(s− |ξ|2)je2πixξ dξ, s > 0, x ∈ Rd,

A
(j)
β,a(s) = (−1)j

Γ(β + 1)

πβ−j
a

d
2+β+j

J d
2+β+j(2πa

√
s)

s
1
2 (

d
2+β+j)

, s > 0, (5.5)

である．ここで，Γ はガンマ関数，J はベッセル関数である．また，O(λ−β−1) はランダウの記号であ
り，λ−β−1 以下のオーダーで小さくなる項を表している．
この定理からわかるように Sλ(uβ,a) の収束発散を調べるには，σλ(Uβ,a) と Kβ,a の収束発散を調べ
る必要がある．そして Kβ,a の収束発散を調べるためには，解析的整数論における格子点問題が必要と
なる．しかし残念なことに我々が必要とする格子点問題の結果はまだ完全には得られていない．特に低
次元での結果が不十分である．最後の節で述べるように，2次元において，原点における Kβ,a の収束
発散は，ガウスの円問題に関する Hardy 予想と同値であることがわかった．すなわち，いずれかが解
決すれば両方の問題が解決する．
次に，σλ(Uβ,a) の解析を行うとともに，これまでに分かっている格子点問題の結果を改良して Kβ,a

の収束発散を調べることにより，わかった結果を述べる．まず原点における収束発散については，次の
結論が得られた．これにより Pinsky 現象の発散のオーダーが正確に得られた．
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定理 5.2 ([16] (2022)). d ≥ 1, 0 < a < 1/2 とする．

(i) β > d−3
2 のとき

lim
λ→∞

Sλ(uβ,a)(0) = uβ,a(0).

(ii) −1 < β ≤ d−3
2 のとき

lim inf
λ→∞

Sλ(uβ,a)(0)− uβ,a(0)

λ
d−3
2 −β

= −P
[d]
β,a,

lim sup
λ→∞

Sλ(uβ,a)(0)− uβ,a(0)

λ
d−3
2 −β

= P
[d]
β,a,

ただし
P

[d]
β,a =

Γ(β + 1)

Γ(d/2)
a(d−3)/2+βπ(d−4)/2−β (5.6)

である．

この定理によれば，d = 2 のときも Pinsky 現象が生じることがわかる．このことは Taylor [24, 25]

が β = −1/2, a = 1/4 の場合に実験で示していたが，この定理によって証明された．しかも，この定
理により振動の幅は P

[d]
β,a = 4 であることもわかる．β = −1/2, a = 1/4 の場合の uβ,a とそのフーリ

エ球形部分和 Sλ(uβ,a)(x1, x2) のグラフは，図 11 である．また，図 12 と図 13 は，それぞれ，3次元
と 4次元の場合である．図 12 は d = 3, β = 0, a = 1/4 の場合で，このとき振動の幅は P

[d]
β,a = 2/π

となる．図 13 は d = 4, β = 1/2, a = 1/4 の場合であり，もとの関数は連続関数であるが，そのフー
リエ球形部分和は原点で振動しており，その幅は P

[d]
β,a = 1/8 である．

次に，原点以外における各点での収束発散に関する定理である．この定理によって倉坪現象が生じる
ことも分かる．まず，次元 d = 1, 2, 3, 4 に対して c(d) を次のように定義する．

c(d) = d− 2d

d+ 1
− d+ 1

2
=

d− 5

2
+

2

d+ 1
=

d(d− 4)− 1

2(d+ 1)
, (5.7)

図 11 uβ,a (d = 2, β = −1/2, a = 1/4) と Sλ(uβ,a) (λ = 10) [16]
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図 11 uβ,a (d = 2, β = −1/2, a = 1/4) と Sλ(uβ,a) (λ = 10) [16]

図 12 Sλ(uβ,a) (d = 3, β = 0,

a = 1/4, λ = 47) [16]

図 13 Sλ(uβ,a) (d = 4, β = 1/2,

a = 1/4, λ = 44) [16]

すなわち
c(1) = −1, c(2) = −5/6, c(3) = −1/2, c(4) = −1/10.

また

Ea = {x ∈ Td : x ̸= 0 and |x| ̸= a},

Ga = {x ∈ Td : |x| = a}

とおくと Td = {0} ∪Ga ∪ Ea である．β > −1, a > 0 に対して

Lβ,a =
Γ(β + 1)

2

( a

π

)β



sin

βπ

2
βπ

2


 (5.8)

とおく．ただし，β = 0 のときは
(
sin βπ

2

)
/βπ

2 = 1 とみなす．すなわち L0,a = 1/2 である．

定理 5.3 ([16] (2022)). β > −1, 0 < a < 1/2 とする．

(i) 1 ≤ d ≤ 4 のとき
(a) β > −1 ならば，x ∈ Ga に対して

lim
λ→∞

Sλ(uβ,a)(x)− uβ,a(x)

λ−β
= Lβ,a.

(b) β > c(d) ならば，Ea 内の任意のコンパクト集合上で一様に

lim
λ→∞

Sλ(uβ,a)(x) = uβ,a(x).

(ii) d ≥ 5 のとき，x ∈ (Ea ∪Ga) \Qd に対して

lim
λ→∞

1

λ
d−5
2

∣∣∣∣
Sλ(uβ,a)(x)− uβ,a(x)

λ−β
− χGa

(x)Lβ,a

∣∣∣∣ = 0,
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また x ∈ (Ea ∪Ga) ∩Qd に対して

0 < lim sup
λ→∞

1

λ
d−5
2

∣∣∣∣
Sλ(uβ,a)(x)− uβ,a(x)

λ−β
− χGa

(x)Lβ,a

∣∣∣∣ < ∞.

すなわち，(d− 5)/2− β ≥ 0 のとき Sλ(uβ,a) は倉坪現象を起こす．

図 14 は uβ,a(x, 0, 0, 0, 0) (d = 5, β = −1/2, a = 1/4) とそのフーリエ球形部分和 Sλ(uβ,a)

(λ = 101) のグラフである．このフーリエ球形部分和のグラフには Gibbs 現象，Pinsky 現象，倉坪現
象がすべて見られる．このうち倉坪現象を見やすくするため区間 [0.2, 0.5] おいて縦方向に拡大したも
のが図 15 である．

注意 5.1. 定理 5.3 において，2 ≤ d ≤ 4 かつ −1 < β ≤ c(d) の場合は，Ea における Sλ(uβ,a) の各
点収束の状況は未解決である．この部分は格子点問題の未解決な部分と深くかかわっている．

なお，d = 4, −1 < β < −1/2 のときは，Ootsubo et al. [21] (2021) により，Td ∩ Qd における
Sλ(uβ,a) の発散が証明された．図 16 は，d = 4, β = −9/10, a = 1/8 のときのフーリエ球形部分和
Sλ(uβ,a) (λ = 400) のグラフである．区間 [0.2, 0.5] において拡大して描いたものだが，かなり大きく
振動している．このグラフの数値計算は藤間昌一氏が担当した．

図 14 uβ,a (d = 5, β = −1/2, a = 1/4) と Sλ(uβ,a) (λ = 101) [16]

図 15 区間 [0.2, 0.5] にて縦方向に拡大 [16]
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また x ∈ (Ea ∪Ga) ∩Qd に対して

0 < lim sup
λ→∞

1

λ
d−5
2

∣∣∣∣
Sλ(uβ,a)(x)− uβ,a(x)

λ−β
− χGa

(x)Lβ,a

∣∣∣∣ < ∞.

すなわち，(d− 5)/2− β ≥ 0 のとき Sλ(uβ,a) は倉坪現象を起こす．

図 14 は uβ,a(x, 0, 0, 0, 0) (d = 5, β = −1/2, a = 1/4) とそのフーリエ球形部分和 Sλ(uβ,a)

(λ = 101) のグラフである．このフーリエ球形部分和のグラフには Gibbs 現象，Pinsky 現象，倉坪現
象がすべて見られる．このうち倉坪現象を見やすくするため区間 [0.2, 0.5] おいて縦方向に拡大したも
のが図 15 である．

注意 5.1. 定理 5.3 において，2 ≤ d ≤ 4 かつ −1 < β ≤ c(d) の場合は，Ea における Sλ(uβ,a) の各
点収束の状況は未解決である．この部分は格子点問題の未解決な部分と深くかかわっている．

なお，d = 4, −1 < β < −1/2 のときは，Ootsubo et al. [21] (2021) により，Td ∩ Qd における
Sλ(uβ,a) の発散が証明された．図 16 は，d = 4, β = −9/10, a = 1/8 のときのフーリエ球形部分和
Sλ(uβ,a) (λ = 400) のグラフである．区間 [0.2, 0.5] において拡大して描いたものだが，かなり大きく
振動している．このグラフの数値計算は藤間昌一氏が担当した．

図 14 uβ,a (d = 5, β = −1/2, a = 1/4) と Sλ(uβ,a) (λ = 101) [16]

図 15 区間 [0.2, 0.5] にて縦方向に拡大 [16]

図 16 4次元における倉坪現象 [21]

続いて 1 ≤ d ≤ 4 のとき Ga の近傍における Gibbs 現象に関する定理を述べる．

定理 5.4 ([16] (2022)). 1 ≤ d ≤ 4, c(d) < β ≤ 0, 0 < a < 1/2 とする．このとき Ga の近傍で,

Sλ(uβ,a) は Gibbs 現象（Gibbs-Wilbraham 現象）を起こす．より詳しく言えば，各 x0 ∈ Ga に対し
て，数列 {x±

λ } ⊂ Td が lim
λ→∞

x±
λ = x0 かつ |x±

λ | = a∓ (2± β)/(4λ) を満たすならば

lim
λ→∞

Sλ(uβ,a)(x
±
λ )− uβ,a(x

±
λ )

λ−β
= G±

β,a,

ただし

G±
β,a = ∓Γ(β + 1)aβ(2± β)β

π2β

ˆ ∞

π

sin s

(s± β
2π)

β+1
ds. (5.9)

先ほどの図 12 では，d = 3, β = 0, a = 1/4 のとき Gibbs 現象と Pinsky 現象が見られる．一方，
図 13 のように，d = 4, β = 1/2, a = 1/4 のときは Pinsky 現象は見られるが Gibbs 現象は見られ
ない．

注意 5.2. (i) 定理 5.4 において，定数 G+
β,a は正の数であり，G−

β,a は負の数である．特に，

G±
0,a = ∓ 1

π

ˆ ∞

π

sin s

s
ds = ∓1

2
± 1

π

ˆ π

0

sin s

s
ds = ±0.08949 · · · .

(ii) 2 ≤ d ≤ 4 かつ −1 < β ≤ c(d) の場合は，注意 5.1 と同じ理由により定理 5.4 は未解決である．

最後に，d ≥ 4 のとき，Sλ(uβ,a) の概収束に関する定理を述べる．
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定理 5.5 ([16] (2022)). d ≥ 4, β > −1/2, a > 0 とする．このとき

lim
λ→∞

Sλ(uβ,a)(x) = uβ,a(x), a.e. x ∈ Td.

注意 5.3. d ≥ 4 かつ −1 < β ≤ −1/2 のとき Sλ(uβ,a) の概収束は未解決である．

VI フーリエ球形部分和と格子点問題との関係

最後に，Sλ(uβ,a) の各点収束と格子点問題との関係を述べる．

定理 6.1 ([16] (2022)). d = 2 または d = 3 とする．0 < a < 1/2 のとき x0 ∈ Td に対して次の (i)

と (ii) は同値である．

(i) すべての β > −1 に対して

Sλ(uβ,a)(x0)− σλ(Uβ,a)(x0) = Kβ,a(λ
2 : x0) +O(λ−β−1) = o(1) (λ → ∞). (6.1)

(ii) すべての ε > 0 に対して

∆0(s : x0) = O(s
d−1
4 +ε) (s → ∞). (6.2)

この定理の中で o(1) はランダウの記号であり，0 に収束する項を表している．
d = 1 のとき Sλ(uβ,a)(x) と σλ(Uβ,a)(x) の収束発散はよくわかっており，評価式 (6.2) も成り立つ

ことが分かっている．しかし，d = 2 と d = 3 の場合には，評価式 (6.2) が成り立つかどうかは未知で
ある．
d = 2 のとき，次の不等式が知られている ([20, Hauptsatz 3] (1969))．

C2(x) t
1
4 <

(
1

t

ˆ t

0

|∆0(s : x)|2 ds
) 1

2

< D2(x) t
1
4 (x ∈ T2), (6.3)

ただし，C2(x) と D2(x) は x ∈ T2 に依存する正の定数である．したがって，自然な予想として，す
べての x ∈ T2 に対して ∆0(s : x) = O(s

1
4+ε) が成り立つと考えられる．しかし x = 0 の場合だけ考

えても
“∆0(s : 0) = O(s

1
4+ε) for all ε > 0”

は，未解決問題として有名な，ガウスの円問題に関する Hardy 予想と等しい．つまり，d = 2 の場合，
評価式 (6.2) は x = 0 のとき

∆0(s : 0) = D0(s : 0)−D0(s : 0) =
∑

|m|2<s

1−
ˆ

|ξ|2<s

dξ
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定理 5.5 ([16] (2022)). d ≥ 4, β > −1/2, a > 0 とする．このとき

lim
λ→∞

Sλ(uβ,a)(x) = uβ,a(x), a.e. x ∈ Td.

注意 5.3. d ≥ 4 かつ −1 < β ≤ −1/2 のとき Sλ(uβ,a) の概収束は未解決である．

VI フーリエ球形部分和と格子点問題との関係

最後に，Sλ(uβ,a) の各点収束と格子点問題との関係を述べる．

定理 6.1 ([16] (2022)). d = 2 または d = 3 とする．0 < a < 1/2 のとき x0 ∈ Td に対して次の (i)

と (ii) は同値である．

(i) すべての β > −1 に対して

Sλ(uβ,a)(x0)− σλ(Uβ,a)(x0) = Kβ,a(λ
2 : x0) +O(λ−β−1) = o(1) (λ → ∞). (6.1)

(ii) すべての ε > 0 に対して

∆0(s : x0) = O(s
d−1
4 +ε) (s → ∞). (6.2)

この定理の中で o(1) はランダウの記号であり，0 に収束する項を表している．
d = 1 のとき Sλ(uβ,a)(x) と σλ(Uβ,a)(x) の収束発散はよくわかっており，評価式 (6.2) も成り立つ

ことが分かっている．しかし，d = 2 と d = 3 の場合には，評価式 (6.2) が成り立つかどうかは未知で
ある．
d = 2 のとき，次の不等式が知られている ([20, Hauptsatz 3] (1969))．

C2(x) t
1
4 <

(
1

t

ˆ t

0

|∆0(s : x)|2 ds
) 1

2

< D2(x) t
1
4 (x ∈ T2), (6.3)

ただし，C2(x) と D2(x) は x ∈ T2 に依存する正の定数である．したがって，自然な予想として，す
べての x ∈ T2 に対して ∆0(s : x) = O(s

1
4+ε) が成り立つと考えられる．しかし x = 0 の場合だけ考

えても
“∆0(s : 0) = O(s

1
4+ε) for all ε > 0”

は，未解決問題として有名な，ガウスの円問題に関する Hardy 予想と等しい．つまり，d = 2 の場合，
評価式 (6.2) は x = 0 のとき

∆0(s : 0) = D0(s : 0)−D0(s : 0) =
∑

|m|2<s

1−
ˆ

|ξ|2<s

dξ

であり，この式は円内の格子点の個数と円の面積との差になっている．すなわち，ガウスの円問題は
評価式 ∆0(s : 0) = O(sθ) の θ を求める問題と等しい．最近の結果としては，Huxley [10] (2003) の
θ = 131/416 = 0.314903 . . . , Bourgain and Watt [3] (2018) の θ = 1515/4816 = 0.314576 . . . が
得られている．さらに正式出版ではないが，最新の結果は Bourgain and Watt [4] (2017, arXiv) の
θ = 517/1648 = 0.31371 . . . である．
d = 3 のとき，次の不等式が知られている ([20, Hauptsatz 3] (1969))．

C3(x) t
1
2 <

(
1

t

ˆ t

0

|∆0(s : x)|2 ds
) 1

2

< D3(x) t
1
2 log

1
2 t for all x ∈ T3, (6.4)

ただし，C3(x) と D3(x) は x ∈ T3 に依存する正の定数である．したがって，自然な予想として，す
べての x ∈ T3 に対して∆0(s : x) = O(s

1
2+ε) が成り立つと考えられる．しかし，この問題も大変難し

い．これまでの最良の結果は Heath-Brown [9] (1999) の ∆0(s : 0) = O(s21/32+ε) である．

定理 6.2 ([16] (2022)). d ≥ 4 とする．β > −1, 0 < a < 1/2 のとき x0 ∈ Td に対して評価式 (6.2)

が成り立てば
Sλ(uβ,a)(x0)− σλ(Uβ,a)(x0) = o(1) as λ → ∞

が成り立つ．

d ≥ 4 のとき x ∈ Td ∩Qd に対して次の不等式が知られている ([20, Hauptsatz 1] (1969))．

(
1

t

ˆ t

0

|∆0(s : x)|2 ds
) 1

2

= Md(x) t
d
2−1 +O(t

d
2−

3
2+ε),

ただし，Md(x) は x に依存した正の定数である．したがって， d ≥ 4 のとき x ∈ Td ∩Qd に対して評
価式 (6.2) は成り立たないことが分かる．
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