
関数のつくる空間と作用素のつくる空間

九州大学　綿　　谷　　安　　男

概　要

　松岡勝男教授とは数理解析研究所での関数空間とその周辺関連の研究集会でお世話になりましたが，
松岡教授のご退職を記念してささやかな研究ノートを寄稿させていただきます．
関数のつくる空間には色々ある．作用素のつくる空間も色々ある．実はこの二つの間には密接な関
係（Calkin対応と呼ばれる）がある．これを von Neumann 環という作用素環を通じて解説する．こ
の Calkin対応と渚ー綿谷の最近の共同研究である非線形トレースの理論との関連を示す．

1. 典型的な幾何学的空間と作用素環

　幾何学的空間は世の中に豊富であふれているが, このノートでは,Calkin 対応にでてくる非常に典型
的な次の４つしか考えない．
(1) 有限離散空間　 Ω = {1, 2, 3, ..., n}
(2) 可算無限離散空間　 Ω = N = {1, 2, 3, ....}
(3) 有限区間　 Ω = [0, 1]

(4) 無限区間　 Ω = R+ = [0,∞)

　これらの幾何学的空間 Ω 上の関数空間は, 連続な関数からなるもの, 微分可能な関数からなるもの,

色々な考えがあるのだが,今回は可測な関数からなるものに限定してやることになる．その理由は, von

Neumann環という作用素環のクラスは「可測関数のつくる有界な環」の非可換化に相当し, 今回はそ
の設定で Calkin 対応を説明するためである．C∗-環という作用素環のクラスは「連続関数のつくる有
界な環」の非可換化に相当するが, 今回は扱わない．　
さてこれらの４つの幾何学的空間に対応して,因子環 (factor) と呼ばれる作用素環の 4つのクラスが
存在し, それぞれ　 In 型, I∞ 型, II1 型, II∞ 型 と呼ばれる．因子環には実は III 型と呼ばれるもの
もあるのだが, 今回は考えない．因子環M の中の projectionたちの次元のつくる値の全体としてこれ
らの幾何学的空間が復元できる．ここで, 可分な Hilbert空間H 上の有界線形作用素全体のつくる環を
B(H)とおく．作用素弱位相で閉じた B(H)の ∗-部分環を von Neumann 環という．その中でその中
心が CI となるものを因子環 (factor) と呼び,von Neumann 環のなかでこれ以上直和に分けられない
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building block になるものである．In 型は簡単で n× n行列全体のつくる行列環Mn(C)と思ってよ
い．I∞ 型は可算無限次元の Hilbert空間 H 上の有界線形作用素全体のつくる環 B(H)と思ってよい．
II1 型は関数空間 L∞[0, 1]を自然に含む因子環で, II∞ 型は関数空間 L∞[0,∞)を自然に含む因子環で
ある．

2. 有限離散空間 {1,2,3, ...,n}の場合の関数空間と作用素空間の対応

有限離散空間　 Ω = {1, 2, 3, ..., n} 上の関数空間とは単に有限数列空間であるベクトル空間 V = Cn

である．V 上の典型的なノルムは a ∈ Cn に対し

‖a‖1 =

n∑
i=1

|ai|, ‖a‖2 = (

n∑
i=1

|ai|2)1/2,

‖a‖p = (

n∑
i=1

|ai|p)1/p　 (1 ≤ p < ∞), ‖a‖∞ = max{|ai| ; i = 1, ..., n}

などがあるが，これ以外に，もう少し一般的な symmetric norm ‖ ‖ と呼ばれているものがある．これ
は V = Cn 上の normで, 絶対値をとっても不変で:

‖(|a1|, |a2|, ..., |an|)‖ = ‖(a1, a2, ..., an)‖

任意の置換 σ ∈ Sn で 座標を入れ替えても不変：

‖(aσ(1), aσ(2), ..., aσ(n))‖ = ‖(a1, a2, ..., an)‖

になるものである．|a| := (|a1|, |a2|, ..., |an|) を大きい順に並べなおしたもの

s(a) := (s1(a), s2(a), ..., sn(a)), s1(a) ≥ s2(a) ≥ s3(a)... ≥ sn(a)

を a ∈ Cn の rearrangement といい．symmetric normとはこの rearrangement で不変な norm であ
るともいえる．例えば 1 ≤ k ≤ nとなる k を一つ固定して ‖a‖(k) =

∑k
i=1 si(a) のようなものがある

同様なことを Rn に対して考えた時はその symmetric normのことを　 gauge invariant function と
もいう．
有限数列空間である関数空間 V = Cn に対応する作用素空間は n × n 行列全体のつくる行列環

Mn(C) になる．Cn 上の一般的な symmetric norm ‖ ‖ と行列環 Mn(C) 上の unitarily invariant

norm ||| ||| の間に１：１の対応があることを von Neumann が示した ([9])．行列環 Mn(C) 上の
norm ||| |||が unitarily invariant であるとは任意の unitary U, V ∈ Mn (C) と任意の A ∈ Mn (C)

に対して |||UAV ||| = |||A||| をみたすことである．例えば行列環Mn(C)上のトレース Tr を使って
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|||A|||1 = Tr(|A|), |||A|||2 = Tr(|A|2)1/2, |||A|||p = Tr(|A|p)1/p,

や operator norm |||A|||∞ などがある．これら以外にもある．行列 A ∈ Mn(C)の i-th singular value

を si(A)とおくと, つまり, |A| の固有値を大きい順に並べなおしたもの

s(A) := (s1(A), s2(A), ..., sn(A)), s1(A) ≥ s2(A) ≥ s3(A)... ≥ sn(A)

のことである．このとき Ky-Fan k-norm

|||A|||(k) =
k∑

i=1

si(A)

も unitarily invariant normである．
Theorem (von Neumann [9]).　Cn上の symmetric norm ‖ ‖と行列環Mn(C)上の unitarily invari-

ant norm ||| |||の間には次のような１：１の対応がある．
(1)Cn 上の symmetric norm ‖ ‖が与えられたら,A ∈ Mn(C)の unitarily invariant norm |||A|||を次
で決める：

|||A||| = ‖(s1(A), s2(A), ..., sn(A))‖

(2)Mn(C)上の unitarily invariant norm ||| |||が与えられたら, a ∈ Cn を対角線成分にもつ diagonal

operator diag(a1, a2, ..., an)を使って, a ∈ Cn の symmetric norm ‖a‖を次で決める：

‖a‖ = |||diag(a1, a2, ..., an)|||

ここで鍵となるのは, submajorization ≺w(weak majorization ともいう) の概念で

s(A+B) ≺w s(A) + s(B)

となることが　三角不等式の証明に効いてくる．
以上の関数空間と作用素空間の対応は，有限離散空間 {1, 2, 3, ..., n}だけでなく他の幾何学的空間で

ある可算無限離散空間 Ω = N = {1, 2, 3, ....} 有限区間 Ω = [0, 1], 無限区間 Ω = R+ = [0,∞)に対し
ても多くの人によって拡張されている．それを紹介する．例えば次の本 [2],[5],[10]にそれらがまとめら
れている．

3. 可算無限離散空間 Nの場合の関数空間と作用素空間の対応

可算無限離散空間 Ω = N = {1, 2, 3, ....}上の関数空間とは単に数列空間であるベクトル空間 V では
あるが，有限離散空間の時と違い，ノルムの入れ方に応じてノルムだけでなくもちろん数列空間自身も
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変動する．数列 a = (an)n に対して 典型的なノルムの入れ方は

‖a‖1 =

∞∑
i=1

|ai|, ‖x‖2 = (

∞∑
i=1

|ai|2)1/2,

‖a‖p = (

∞∑
i=1

|ai|p)1/p　 (1 ≤ p < ∞), ‖a‖∞ = sup{|ai| ; i = 1, 2, 3, ...}

などがあるが, それぞれのノルムの値が有限になるような数列を集めることで数列空間 ℓ1(N), ℓ2(N),

ℓp(N), ℓ∞(N) が作れる．これ以外に 0 に収束する数列全体 c0(N) や有限個以外は 0 となる数列全体
c00(N) もある．ℓ∞(N) 対応する作用素空間は可算無限次元の Hilbert 空間 H 上有界線形作用素全体
のつくる環 B(H)である．これ以外はコンパクト作用素全体 K(H) の部分空間に対応し, 例えば　ト
レース Tr を使って

|||A|||1 = Tr(|A|), |||A|||2 = Tr(|A|2)1/2, ||||A|||p = Tr(|A|p)1/p,

が有限となるコンパクト作用素 A全体のなす Schatten class C1(H), C2(H) Cp(H)などがある．もっ
と一般に以下のような関数空間と作用素空間の対応（Calkin対応）がある．
0に収束する数列 a = (an)n ∈ c0(N)に対してその絶対値からなる数列 |a| = (|an|)n ∈ c0(N)を大
きい順に並べ直したものを decreasing rearrangementといい,

s(a) := (s1(|a|), s2(|a|), ..., sn(|a|), ...),

s1(|a|) ≥ s2(|a|) ≥ s3(|a|)... ≥ sn(|a|) ≥ ....

のことである．
Definition.　数列空間 J が Calkin space とは, c0(N)の部分ベクトル空間であって, 任意の a ∈ J と
任意の b ∈ c0(N)に対して, s(b) ≤ s(a) ならば b ∈ J となるものである．同値な定義があって, 数列空
間 J が Calkin space とは, c0(N)の部分ベクトル空間であって,ℓ∞(N)のイデアルであり,さらに置換
で不変な空間といってもよい．
コンパクト作用素 Aの特異値列とは |A| = (A∗A)1/2 の固有値を重複をこめて大きい順に並べなお

したもの

s(A) := (s1(A), s2(A), ..., sn(A), ...),

s1(A) ≥ s2(A) ≥ s3(A)... ≥ sn(A) ≥ ....

のことである．ただし, 有限階数の時以外は 0を省いておく．
Theorem (Calkin [1]).　 Calkin space 全体とコンパクト作用素環K(H)のイデアル全体の間には次
のような全単射が存在する．
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(1) Calkin space J に対してK(H)のイデアル J を次で対応させる：

J := {A ∈ K(H) | s(A) ∈ J}.

(2) K(H)のイデアル J に対して Calkin space J を次で対応させる：

J = {a ∈ c0(N) | diag(a) ∈ J },

ここで　 diag(a) は a = (a1, a2, a3, ...)を対角成分にもつ対角作用素のことである．
以上のような関数空間と作用素空間の対応（Calkin 対応）でさらにノルムまでこめての対応はかな

り難しくなるが　次のような定理が知られている：
Definition. 　数列空間 E が symmetric sequence space とは, c0(N) の部分ベクトル空間であって,

norm || ||E をもち, 任意の a ∈ E と任意の b ∈ c0(N) に対して, s(b) ≤ s(a) ならば b ∈ E となり,

||b||E ≤ ||a||E をみたすことである．
Definition. 　作用素空間 E が symmetric operator space とは, K(H) の部分ベクトル空間であっ
て, norm || ||E をもち,任意の a ∈ E と任意の b ∈ K(H)に対して, s(b) ≤ s(a) ならば b ∈ E となり,

||b||E ≤ ||a||E をみたすことである．
Theorem (von Neumann-Schatten and Gohberg-Krein).　 Symmetric sequence space 全体とコン
パクト作用素環K(H)の symmetric operator space 全体の間には次のような全単射が存在する．
(1) Symmetric sequence space E に対してK(H)の symmetric operator space E を次で対応させる：

E := {A ∈ K(H) | s(A) ∈ E}, ||A||E := ||s(A)||E

(2) K(H)の symmetric operator space E に対して symmetric sequence space E を次で対応させる：

E = {a ∈ c0(N) | diag(a) ∈ E}, ||a||E := ||diag(a)||E

ここで　 diag(a) は a = (a1, a2, a3, ...)を対角成分にもつ対角作用素のことである．
Example.　 Lorentz 数列空間を次で定義する：

E = {a ∈ c0(N) | ||a||E = sup
n≥1

1

log(1 + n)

n∑
i=1

si(a) < ∞}.

この E は symmetric sequence spaceで, 対応する symmetric operator ideal である Lorentz operator

space E は次で定義される．

E = {A ∈ K(H) | ||A||E = sup
n≥1

1

log(1 + n)

n∑
i=1

si(A) < ∞}.
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4. 有限区間 Ω = [0,1] や無限区間 Ω = R+ = [0,∞)の場合の関数空間と作用素空間の対応

この場合, 関数空間としては L∞[0, 1] や　 L∞[0,∞] をとる．対応する作用素環は II1 型因子環や
II∞ 型因子環である．関数 aの rearrangementはよく知られているが, コンパクト作用素 Aの特異値
列 s(A) に対応するのは II1 型因子環や II∞ 型因子環 M の measurable operator A の generalized

singular value functionである．
M 上の　 faithful normal semifinite trace を τ とする． M に付随する densely defined closed

operator Aが τ -measurable とは 任意の ϵ > 0に対して　ある projection p ∈ M があって p(H) ⊂
D(A) で τ(I−p) < ϵ　となることである． その全体を M̂ とおく． さらに Aが positive self-adjoint

operatorでそのスペクトル分解が A =
∫∞
0

λdeλ ならば traceの値も拡張できて

τ(A) =

∫ ∞

0

λdτ(eλ).

1 ≤ p ≤ ∞ 　に対して, 非可換 Lp-空間 Lp(M ; τ) とは measurable operator A で　 ||A||p :=

τ(|A|p)1/p < ∞となるもの全体からなる Banach空間である．t > 0に対して 固有値の連続版である
正作用素 Aの “generalized t-th eigenvalue “ λt(A) は次で定義される．

λt(A) := inf{s ≥ 0|τ(e(s,∞)(A)) ≤ t},

これはつぎのようにも表される：

λt(A) = inf{‖Ap‖ ; p ∈ M : projection s.t. τ(I − p) ≤ t}

さらに min-max type expression をもつ：
λt(A) = inf{ sup

ξ∈pH,∥ξ∥=1

< Aξ, ξ > ; p ∈ M : projection s.t. τ(I − p) ≤ t}

この (0,∞) � t �→ λt(A) ∈ [0,∞) は decreasing で right-continuous になる．必ずしも正でない
τ -measurable operator A, に対してはその特異値の連続版である generalized t-th singular value”

(i.e. s-number) st(A)は次で定義される：st(A) := λt(|A|). これを関数とみなして,

s(A) : (0,∞) � t �→ st(|A|) ∈ [0,∞)

を Aの generalized singular value function とよぶ． このように固有値と特異値をその連続版に置き
換えることで次のような定理が成立する．
Theorem (Kalton-Sukochev[3]). II1 型因子環もしくは II∞ 型因子環を M とおく．L∞[0, 1] や
L∞[0,∞] の M への埋め込みがあり, symmetric function space 全体と M の symmetric operator
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space 全体の間には次のような全単射が存在する．
(1) Symmetric function space E に対してM の symmetric operator space E を次で対応させる：

E := {A ∈ M̂ | s(A) ∈ E}, ||A||E := ||s(A)||E

(2) M の symmetric operator space E に対して symmetric function space E を次で対応させる：II1

型因子環の時は

E = {a ∈ L∞[0, 1] | s(a) ∈ E}, ||a||E := ||s(a)||E

II∞ 型因子環のときは

E = {a ∈ L∞[0,∞) | s(a) ∈ E}, ||a||E := ||s(a)||E

5. 非加法的測度による非線形積分から作られる関数空間と非線形トレースから作られる作用素空間

非加法的測度による非線形積分を使っても色々な関数空間が構成できるが, 最近渚氏との共同研究
でコンパクト環上でも非線形なトレースを使って色々な作用素空間が構成できることを研究している
[6],[7],[8]．その一部を紹介する．
Definition（単調測度）集合 Ω とその上の σ-集合体もしくは集合環 (つまり,演算 A ∪B と A \B で
閉じているもの)B を考える．

写像 µ : B → [0,∞]が単調測度とは次をみたすことである．

(1) µ(∅) = 0,

(2) 任意の A,B ∈ B に対し, もし A ⊂ B ならば µ(A) ≤ µ(B)となる．

この非加法的な単調測度 µ による Choquet 積分は次のように横切りの非線型積分として定義され
る．
　Definition（Choquet 積分）Ω上の非負可測関数 f の Choquet 積分を次で定義する．

(C)

∫
fdµ := 　

∫ ∞

0

µ{x ∈ Ω | f(x) > t}dt

非加法的測度については河邊氏によるすぐれた解説 [4]がある．

Definition α : {0, 1, 2, 3, . . . , } → [0,∞) を単調増加数列で α(0) = 0 < α(1) を満たすものとす
る．N = {1, 2, 3, . . . } の有限部分集合からなる集合環を B とおく．α に付随する N 上の単調測度
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µα : B → [0,∞) を µα(A) = α(#A), (A ∈ B) で定義する．すると µα は置換で不変になる．逆に
置換で不変な単調測度で有限部分集合での値が有限となるものはみんなこんな形になる．そこでこの
単調測度 µα による Choque 積分に対応するコンパクト環 K(H) 上の Choquet 型の非線型トレース
φα : K(H)+ → C+ を次できめる．正のコンパクト作用素 Aの固有値リストを重複度もこめて減少列
で表して λ(A) = (λ1(A), λ2(A), λ3(A), . . . )とすると

φα(A) :=

∞∑
i=1

(λi(A)− λi+1(A))α(i)

例えば次のような定理が成立する：
Theorem [Nagisa-W] 上で 0 < α(1) とする．A ∈ K(H) に対して |||A|||α := φα(|A|) とおく．
次は同値である．

(1) α は次の意味で concaveである：α(i+1)+α(i−1)
2 ≤ α(i), (i = 1, 2, ).

(2) ||| |||α は {A ∈ K(H) | |||A|||α < ∞}上のユニタリ不変ノルムである．

この Choquet型の非線型トレース φα を用いて渚氏と「非線形非可換積分論」を研究中であるが,い
ろんな作用素空間が構成できる．例えば symmetric operator ideal である Lorentz operator space E
もこのようにして構成できる．
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