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概　要

松岡勝男先生は筆者と同じ大学の出身であり，近年では筆者の所属する大学において非常勤講師とし
て学生を指導していただいた．松岡勝男先生のご定年退職を祝し，感謝の念を込めて小稿を寄稿させて
いただく．本稿では，様々な場面で多用される“圧力”という言葉の意味を再考し，多孔質材料に関す
る“圧力”に依存する材料係数をもつ弾性体の数学解析についての筆者の近年の研究成果を紹介する．

I 圧力とは何か

偏微分方程式は数学における解析学の一分野に位置付けられるが，様々な現象を記述するものであ
り，例えば流体力学における Navier-Stokes 方程式や固体力学における弾性体方程式などがある．そ
れらの方程式においても圧力という用語は頻出するが，その意味については曖昧さがあると言わざる
を得ない状況である．この点については，古くから指摘され続けていることではあるが，例えば [14]

や [12] 参照，まずはその問題点を整理する．筆者の知る限り，圧力にまつわる用語は，熱力学的圧力
(thermodynamic pressure)，機械的圧力 (mechanical pressure)，平均垂直応力 (mean normal stress)，
静水圧 (hydrostatic pressure)，蒸気圧 (vapor pressure)，電気浸透圧 (electro-osmotic pressure)，接
触圧力 (contact pressure)などが多様な場面で出現し，特にはじめの４つに対しては，しばしばそれら
の意味が混同・誤用されていることに遭遇する．

1 非圧縮 Navier-Stokes方程式
まず，アメリカのクレイ数学研究所が発表したミレニアム懸賞問題の１つとしても有名な，非圧縮性
粘性流体の運動を表す以下の非圧縮 Navier-Stokes方程式を紹介する．

(N)

{
ρ∂tv + ρ(v · ∇)v = −∇p+ η△v + ρf ,

divv = 0.

(N)の第１式は運動量保存則から導かれる平衡方程式，第２式は質量保存則から導出される連続の方程
式を表す．ここで，v は流体の速度ベクトル，pは流体中の“圧力”，f は流体に作用する外力の総和，

− 223 −

平均垂直応力に依存する係数をもつ弾性体の数学解析（伊藤）



ρは流体の質量密度を表す正定数，η は剪断粘性係数（正定数）を表す，という説明が一般的であるが，
ここでの圧力 pが何を表しているかを考える．
非圧縮性粘性流体の運動方程式系 (N)は，連続の方程式，運動量方程式，エネルギー方程式，状態方
程式から構成される圧縮性流体の運動方程式の近似式として導出される（例えば [1]，[12]，[15]など参
照）．非圧縮性は変形の前後で連続体の密度が変化しないという性質を表し，流体の場合は流れが音速
よりも十分小さい場合に実現されると言われている．熱力学的圧力は，熱力学的な考察から状態方程式
や熱力学の第 1法則から得られる，温度を決定する応答関係に現れる圧力であり，言い換えれば，温度
は体積と圧力を含む応答関数で与えられる．よって，(N)における pが熱力学的圧力であるとは言い難
く，数学解析をおこなうため未知関数と方程式の数を揃えるためのパラメータ（Lagrange乗数）と考
える方が自然であると考えられる．この点をさらに詳しく考察する．
流体力学の定評のある教科書 [1]には，定常状態の流体の応力テンソルは

σij = −pδij , i, j = 1, 2, 3 (I.1)

と表され，ここで pは静水圧と呼ばれる，と記されている．この場合，p = −1/3(σ11+σ22+σ33)であ
るので，この pは平均垂直応力でもある（平均垂直応力の定義は明確である）．この pは Eulerによっ
て導入された圧力であり，熱力学的に定義される平衡圧と等価であることがわかる（詳しくは，[12]参
照）．Eulerの与えた (I.1)には粘性応力は含まれず，流体に粘性，すなわち内部摩擦が存在しないとい
う完全流体の運動を記述するものである．ここで，[14]において２つの問題点が指摘されている．１つ
は，静止している流体とは対照的に、流れている流体では圧力が何を意味しているのかわからないとい
うこと，もう１つは，静止している場合であっても，(N)とは異なる非 Newton流体のような一般の非
線形流体については何も言及されていないことである．２つ目の点については，実際，[14]において，
定常状態であっても平均垂直応力と pが一致しない例が与えられている．
次に，[14]で挙げられている，圧縮性流体における熱力学的圧力，非圧縮性流体における非圧縮性の
制約に伴う Lagrange乗数と平均垂直応力の関係について，連続体力学で用いられる様々なモデルを例
を示しながら考察する．古典的な Euler流体の Cauchy応力 T は

T = −p(ρ, θ)I (I.2)

と表される，ここで θ は温度，I は恒等テンソルを表す．この構成関係式 (I.2)の定義による熱力学的
圧力 p(ρ, θ)は，上述のように偶然，平均垂直応力でもある．しかし，次の構成関係式

T = −p(ρ, θ)I + λ(ρ, θ)tr(D)I + 2µ(ρ, θ)D, Dij :=
1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
, (I.3)

ここで D = (Dij)i,j=1,2,3 は歪み速度テンソル，で与えられる古典的な圧縮性線形粘性流体を考える
と，p(ρ, θ)は平均垂直応力とは異なる．機械的圧力は平均垂直応力と同義で用いられることが多いが，
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T = −p(ρ, θ)I + λ(ρ, θ)tr(D)I + 2µ(ρ, θ)D, Dij :=
1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
, (I.3)

ここで D = (Dij)i,j=1,2,3 は歪み速度テンソル，で与えられる古典的な圧縮性線形粘性流体を考える
と，p(ρ, θ)は平均垂直応力とは異なる．機械的圧力は平均垂直応力と同義で用いられることが多いが，

一般に平衡状態（静止状態）での圧力である熱力学的圧力とは明らかに異なるものである．(I.3)で表
される圧縮性 Navier-Stokes流体の場合，

tr(T ) = −3p(ρ, θ) + (3λ(ρ, θ) + 2µ(ρ, θ))trD

となるため，熱力学的圧力 p(ρ, θ)は 3λ(ρ, θ) + 2µ(ρ, θ) = 0であるときにのみ，平均垂直応力となる．
この 3λ(ρ, θ) + 2µ(ρ, θ) = 0という条件は Stokesの仮定と呼ばれており，長年に渡って使用されてき
た。しかし，[14] やその参考文献においてこの仮定が支持できないことが実験結果からも示されてお
り，[12]においても単原子気体以外の流体についての同様の記述がある．非圧縮性 Navier-Stokes流体
(N)の場合，Cauchy応力は

T = −pI + 2µD (I.4)

で与えられ，(I.4)に現れる p（非圧縮性の制約の結果生じる Lagrange乗数）は平均垂直応力であるこ
とがわかる．これは，流体が密度変化を起こさず等速運動のみ可能であるため，trD＝ 0を意味し，こ
れは質量保存則から導かれる divv = 0の条件と等価である．しかし、これがすべての流体について適
当であるわけではないことは，次の式で与えられる非線形流体における応力を考えれば明らかである．

T = −pI + αD + βD2 (I.5)

ここで，αと β は 1/2[(trD)2 − trD2]と detD の関数である．このような流体では，Lagrange乗数 p

は平均垂直応力とは異なる．(I.5)と同様に，Cauchy応力 T が次式

T = −pI + α1B + α2B
2 (I.6)

で与えられる非圧縮性の非線形固体の場合を考える．ここで，B = FFT は左 Cauchy-Green 変形テ
ンソル，F は変形勾配テンソル，α1 と α2 は trB と 1/2[(trB)2 − trB2] の関数である．この場合も
Lagrange乗数 pは平均垂直応力ではないことがわかる．
このように，様々な流体や固体の数理モデルを考える際には，物体の構成則に現れる圧力が熱力学的
圧力を指すのか，平均垂直応力を指すのか，Lagrange乗数を指すのか，を知ることが重要である．な
ぜなら，例えば，流体の粘性が圧力に依存する場合は，それが熱力学的圧力なのか平均垂直応力なのか
によって，粘性が密度に依存するのか速度勾配に依存するのかというようなより大きな違いとなるから
である．

2 線形弾性体方程式
固体における基礎方程式も，連続体という広い視座に立てば，流体の場合と同様に，質量保存則，運
動量保存則，エネルギー保存則，状態方程式から定式化される（例えば [2]，[10]，[11]，[15]参照）．い
わゆる線形弾性体方程式は，微小歪みの範疇において，圧縮性の等方弾性体に対して，および温度変化

− 225 −

平均垂直応力に依存する係数をもつ弾性体の数学解析（伊藤）



（熱膨張による熱応力など）を無視し，導出される．流体の場合の速度ベクトル v と歪み速度テンソル
D の代わりに，弾性体の場合は変位ベクトル uと線形化された歪みテンソル ε = (εij)i,j=1,2,3

εij :=
1

2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)

を用いることになる．このとき，歪みテンソルと応力テンソルの関係を与える構成方程式は線形として
考えられ（１次元の Hookeの法則の一般化とも言われる），この比例係数を表す弾性テンソルに，対称
性と等方性を考慮すると，

T = λtr(ε)I + 2µε (I.7)

のように与えられる．ここで，係数 λ，µは Lamé定数とよばれる．λ，µを定数として，(I.7)と線形化
された歪みテンソルの定義式を運動量保存則から導かれる平衡方程式に代入すると，線形弾性体方程式

ρ0∂ttu = µ△u+ (λ+ µ)∇(∇ · u) + ρ0f (I.8)

が得られる．ここで，線形弾性体の場合，微小歪みを考えるため，密度変化は小さいと考え，すなわち
ρ = ρ0 + ρ′，ρ′ ≪ ρ0（ρ0：定数）とする．このとき，平衡方程式と連続の方程式とは独立して考えら
れる．また，各方程式に現れる物質微分の非線形項を２次の微小量として無視して考えたため，(I.8)に
至ったのである．
弾性体においても，熱の影響を取り入れる場合は，熱力学的圧力を考慮する必要がある．そのとき，
圧力は温度と密度の両方に依存する．また，(I.6)のような非圧縮性の物体を考える際には，流体の場
合と同様，未定乗数として pを導入するが，それが熱力学的圧力や平均垂直応力と等価となるか注意す
べきである．

II 弾性係数が平均垂直応力に依存する数理モデル

1 構成則が陰関数で与えられる弾性体モデル
前節で紹介した線形弾性体を仮定した脆性破壊は現在まで線形破壊力学として体系化されてきた．し
かし，き裂を含む線形弾性体を考えると，き裂先端で応力が集中し，これは (I.7)より歪みも発散して
しまうため，線形弾性体の前提条件である微小歪みと矛盾が生じる．Rajagopal氏（テキサス A&M大
学）は 2007年頃（[13]参照）にこの不条理を解消し得るより広範な弾性体モデル（Implicit constitutive

Theory）を提案した．
連続体における基礎方程式は連続体仮説と力学の原理から導かれるが，応力－歪み構成則には現象論
的な考察が必要である．弾性体モデルの一般的な枠組みの１つである Cauchy 弾性体は応力テンソル
が変形勾配テンソルの関数である，すなわち T = f(F )で定義され，線形弾性体 (I.7)もその一種であ
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II 弾性係数が平均垂直応力に依存する数理モデル

1 構成則が陰関数で与えられる弾性体モデル
前節で紹介した線形弾性体を仮定した脆性破壊は現在まで線形破壊力学として体系化されてきた．し

かし，き裂を含む線形弾性体を考えると，き裂先端で応力が集中し，これは (I.7)より歪みも発散して
しまうため，線形弾性体の前提条件である微小歪みと矛盾が生じる．Rajagopal氏（テキサス A&M大
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Theory）を提案した．
連続体における基礎方程式は連続体仮説と力学の原理から導かれるが，応力－歪み構成則には現象論

的な考察が必要である．弾性体モデルの一般的な枠組みの１つである Cauchy 弾性体は応力テンソル
が変形勾配テンソルの関数である，すなわち T = f(F )で定義され，線形弾性体 (I.7)もその一種であ

るといえる．しかしこの枠組みでは許容できない単純な現象も存在し（[13]参照），より広範な枠組み
が必要となる．そこで，Rajagopal氏は陰関数で与えられるような構成則を提案した．これは，等方物
質である弾性体の場合，f(T,B) = 0のように表わされる．構成則がみたすべき原理の１つに物質客観
性の原理があり，そのため f は等方テンソル値関数である．すなわち，任意の直交テンソル Qに対し
て，f(QTQT, QBQT) = Qf(T,B)QT が成り立つ．これにより，f は以下の表現式をもつことがわか
る（[16]参照）

f(T,B) := α0I + α1T + α2B + α3T
2 + α4B

2 + α5(TB +BT )

+α6(T
2B +BT 2) + α7(B

2T + TB2) + α8(B
2T 2 + T 2B2) = 0. (II.1)

ここで，係数 αi（i = 0, 1, · · · , 8) は ρ，trT，trB，trT 2，trB2，trT 3，trB3，tr(TB)，tr(T 2B)，
tr(B2T )，tr(T 2B2)に依存する量である．(II.1)の特別な場合として，B = β0I + β1T + β2T

2，ここ
で βi = βi(ρ, trT, trT

2, trT 3)（i = 0, 1, 2），が考えられる．従来の Cauchy弾性体は応力が歪みの関数
として与えられるが，歪みが応力の関数（可逆とは限らない）として与えられる方が物理的には自然で
あり，陰関数の構成則のモデルはそれを含んでいることがわかる．
　ここで，さらに微小歪みを仮定すると B を I + 2ε(u)で近似することができ，(II.1)は

β0I + β1T + β2ε+ β3T
2 + β4(Tε+ εT ) + β5(T

2ε+ εT 2) = 0 (II.2)

と表され，βj = βj(ρ, trT, trT
2, trT 3)（j = 0, 1, 2, 3, 4, 5）である．

2 多孔質材料に対する非線形弾性体モデル
次に，岩石やコンクリートのような多孔質材料を記述する数理モデルを紹介する．質量保存則から基
準配置における密度 ρR と現配置における密度 ρには ρR = ρ(detF )の関係がある．これを線形化する
と，ρR = ρ(1 + trε)となる．この関係式から，多孔質材料のような密度に依存する弾性係数の数理モ
デルを trεに依存するモデルとして捉えることができる．しかし，この場合，εは線形化歪みテンソル
であるため，弾性係数の密度依存は線形でなければならないことに注意が必要である．その１つのモデ
ルとして，(II.2)の特別な場合でもある，

ε = α(trε)(trT )I + C1T (II.3)

が挙げられる．ここで，弾性係数 C1 > 0，スカラー値関数 αである．(II.3)の両辺の trをとると

trε = 3α(trε)(trT ) + C1trT (II.4)

となる．もし (II.4)において trεに関して解くことができれば，それを (II.3)に代入すると，β をスカ
ラー値関数として
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ε = β(trT )(trT )I + C1T (II.5)

が得られる．ここで，[4]で扱っているように，今，pを平均垂直応力として定める，つまり p = − 1
3 trT

である．そこで，

T = −pI + T ∗

と分解する．このとき，T ∗ は偏差応力テンソルとよばれ（[3]参照），trT ∗ = 0が成り立つ．線形化さ
れた歪みテンソルに関しても同様に分解すると

ε =
1

3
(trε)I + ε∗, trε∗ = 0

となる．ここで，構成則 (II.5)を分解すると

ε∗ = C1T
∗, trε = −C2F(p) (II.6)

のように表すことができる．C2 > 0は材料によって決まる定数であり，F(p)については以下のような
様々なモデルが考えられる．

1. F(p) = p，C1 =
1

2µ
，C2 =

1

3λ+ 2µ
：線形弾性体 (I.7)

2. F(p) =
p

1 + κ+ 2
πarctan(rp+ s)

，κ > 0，r > 0，s ∈ R，C1 > 0，C2 > 0（[4]参照）

3. F(p) =
p

1− p/τcr
，τcr ∈ R，C1 > 0，C2 > 0（[5]参照）

この 3.のモデルは (II.3)の αとして α(trε) = E2(1 + λ2trε)（ただし，E2，λ2 は定数）を代入したも
のに対応している．実際，このとき

ε = C1T
∗ +

E2 + C1/3

1− 3E2λ2trT
(trT )I

となるので，F(p) =
p

1− p/τcr
の形で表されている．しかし，この数学解析は困難である．なぜなら，

F(p) の有界性や単調性が欠落するため標準的な解の存在定理が適用できないからである（[6] 参照）．
そこで，[5]では F(p)に閾値近似モデルを適用することによって，対応する非線形楕円型偏微分方程式
の境界値問題の適切性が証明された．具体的には，不連続関数を 0 < τ < τ < ∞なる閾値 τ，τ を用
いることによって正則化した，F(p)の閾値近似モデル

F̃(p) =




p

1− p/τcr
if 1− 1

τ < p
τcr

< 1− 1
τ ,

τ p if p
τcr

≥ 1− 1
τ ,

τ p if p
τcr

≤ 1− 1
τ ,
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ε = β(trT )(trT )I + C1T (II.5)
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のように表すことができる．C2 > 0は材料によって決まる定数であり，F(p)については以下のような
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3. F(p) =
p

1− p/τcr
，τcr ∈ R，C1 > 0，C2 > 0（[5]参照）

この 3.のモデルは (II.3)の αとして α(trε) = E2(1 + λ2trε)（ただし，E2，λ2 は定数）を代入したも
のに対応している．実際，このとき

ε = C1T
∗ +

E2 + C1/3

1− 3E2λ2trT
(trT )I

となるので，F(p) =
p

1− p/τcr
の形で表されている．しかし，この数学解析は困難である．なぜなら，

F(p) の有界性や単調性が欠落するため標準的な解の存在定理が適用できないからである（[6] 参照）．
そこで，[5]では F(p)に閾値近似モデルを適用することによって，対応する非線形楕円型偏微分方程式
の境界値問題の適切性が証明された．具体的には，不連続関数を 0 < τ < τ < ∞なる閾値 τ，τ を用
いることによって正則化した，F(p)の閾値近似モデル

F̃(p) =




p

1− p/τcr
if 1− 1

τ < p
τcr

< 1− 1
τ ,

τ p if p
τcr

≥ 1− 1
τ ,

τ p if p
τcr

≤ 1− 1
τ ,

を考えた．
本稿では，[8]における研究成果を基に，非貫通条件を課したき裂をもつ問題に対して，擬単調変分
不等式に対する理論を (II.6)のような構成則で表される非線形弾性体における境界値問題へ適用する．

III き裂問題の数学解析

1 問題設定
ここで，本稿で扱う問題を述べる．Ω を R3 における有界領域とする．Ω の境界 ∂Ω は２つの部分

ΓN，ΓD からなるものとし，∂Ω = ΓN ∪ ΓD かつ ΓN ∩ ΓD = ∅かつ ΓD ̸= ∅であるとする．また，∂Ω

における外向き単位法線ベクトルを n = (n1, n2, n3)で表す．
次に，Ωは曲面Σによって，２つの Lipschitz領域Ω+，Ω−にわけられるものとし，∂Ω+∩∂Ω−∩ΓD ̸=

∅とする．Γc ⊂ Σが Ωに内在するき裂を表すものとし，Γc の Ω± 側の面を区別し，それぞれ Γ±
c と表

すが，単位法線ベクトル n = (n1, n2, n3)は１つの方向，例えば Ω− から Ω+ に向かう方向，に固定す
る．そこで，Ωc = Ω \ Γc と表し，その境界は ∂Ωc = ∂Ω ∪ Γ+

c ∪ Γ−
c である．

ここでは定常問題を考えるため，空間変数 x = (x1, x2, x3)のみを独立変数とし，変位ベクトルを u =

(u1, u2, u3)(x)とする．今，既知の物体力 f = (f1, f2, f3)(x)（x ∈ Ωc）と表面力 g = (g1, g2, g3)(x)

（x ∈ ΓN）に対して，以下の u(x)の境界値問題 (∗)を考える．

(∗)




−
3∑

j=1

∂

∂xj
T ∗
ij +

∂p

∂xi
= fi, i = 1, 2, 3, in Ωc,

C1T
∗ − ε∗(u) = 0, C2F(p) + trε(u) = 0 in Ωc,

u = 0 on ΓD,

Tn = g on ΓN,

Tn− (Tn · n)n = 0 on Γ±
c ,

[[Tn · n]] := Tn · n
∣∣
x∈Γ+

c
− Tn · n

∣∣
x∈Γ−

c
= 0 on Γc,

[[u · n]] ≥ 0, Tn · n ≤ 0, (Tn · n)[[u · n]] = 0 on Γc.

ここで，問題 (∗)における第１式は外力 f がかけられた定常な場合の平衡方程式，第２式は (II.6)で紹
介した応力－歪みの構成則である．C2 → 0とすると第２式は非圧縮条件となるため，この第１式と第
２式は非圧縮性の物体の Stokes方程式

− 1

2C1
△u+∇p = f , divu = 0 in Ωc

となる．問題 (∗)における第３式は ΓD 上で物体が固定されている Dirichlet 条件，第４式は ΓN 上に
表面力 g を課した Neumann条件をそれぞれ表している．問題 (∗)における第５式～第７式では，き裂
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Γc 上における条件を与えている．まず，第５式はき裂面上での摩擦力（Tnの接成分）がゼロであるこ
とを表している．第６式はき裂面に対する垂直応力がき裂を通じて連続に働いていることを意味し，第
７式はいわゆる非貫通条件（詳細は [9]参照）を記述している．これはき裂の上下面が貫通することは
ない，つまり以下の２つの場合に分類されることを表している．

• き裂が開口する場合：[[u · n]] > 0，Tn · n = 0，
• き裂が固着する場合：[[u · n]] = 0，Tn · n ≤ 0．

また，一般に [[u]] ̸= 0であることに注意する．

次に，この問題 (∗) の弱形式化をおこなう．以後，実対称テンソル空間を R3×3
sym で表す．今，f ∈

L2(Ωc;R3)，g ∈ L2(ΓN;R3)とする．次に，以下の記号を導入する

K =
{
u ∈ H1(Ωc;R3) | u = 0 on ΓD, [[u · n]] ≥ 0 on Γc

}
,

T =
{
T ∈ L2(Ωc;R3×3

sym) | trT = 0
}
.

問題 (∗)の弱形式とは，以下の変分形式 (III.1)–(III.2)をみたす，変位ベクトル u ∈ K，偏差応力テン
ソル T ∗ ∈ T，平均垂直応力 p ∈ L2(Ωc;R)の３つを求める問題である．ここで，変分形式は

∫

Ωc

(
T ∗ · ε∗(u− v)− p div(u− v)

)
dx ≤

∫

Ωc

f · (u− v) dx+

∫

ΓN

g · (u− v) dSx, (III.1)

∫

Ωc

(
C1T

∗ − ε∗(u)
)
· S∗ dx = 0,

∫

Ωc

(
C2F(p) + trε(u)

)
q dx = 0, (III.2)

が任意の v ∈ K，S∗ ∈ T，q ∈ L2(Ωc;R) に対して成り立つことを意味する．ここでは，テンソルに
関するスカラー積 T · S =

∑3
i,j=1 TijSij を用いている．(III.2)は問題 (∗)の第２式から直ちに導かれ

るが，問題 (∗)から (III.1)の導出については [9, Section 1.4.4]を参照するとよい．さらに，(III.2)の
(S∗, q)の代わりに (T ∗ − S∗, p− q)を代入し，(III.1)を加えると

∫

Ωc

(
C1T

∗ · T ∗ − T ∗ · ε∗(v)−
(
C1T

∗ − ε∗(u)
)
· S∗ + C2F(p)(p− q)

+ p trε(v)− trε(u)q
)
dx ≤

∫

Ωc

f · (u− v) dx+

∫

ΓN

g · (u− v) dSx. (III.3)

のように１つの不等式にまとめられる．逆に，(III.3)において v = u，S∗ = T ∗ ± R∗，q = p± η と
することにより，S∗ = R∗，q = η とした場合の (III.2)が得られる．その結果，不等式 (III.1)も導か
れる．

− 230 −

研究紀要　第 98号



Γc 上における条件を与えている．まず，第５式はき裂面上での摩擦力（Tnの接成分）がゼロであるこ
とを表している．第６式はき裂面に対する垂直応力がき裂を通じて連続に働いていることを意味し，第
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ない，つまり以下の２つの場合に分類されることを表している．
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• き裂が固着する場合：[[u · n]] = 0，Tn · n ≤ 0．
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ソル T ∗ ∈ T，平均垂直応力 p ∈ L2(Ωc;R)の３つを求める問題である．ここで，変分形式は

∫

Ωc

(
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)
dx ≤

∫
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f · (u− v) dx+

∫
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∫
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(
C1T

∗ − ε∗(u)
)
· S∗ dx = 0,

∫

Ωc

(
C2F(p) + trε(u)

)
q dx = 0, (III.2)

が任意の v ∈ K，S∗ ∈ T，q ∈ L2(Ωc;R) に対して成り立つことを意味する．ここでは，テンソルに
関するスカラー積 T · S =

∑3
i,j=1 TijSij を用いている．(III.2)は問題 (∗)の第２式から直ちに導かれ

るが，問題 (∗)から (III.1)の導出については [9, Section 1.4.4]を参照するとよい．さらに，(III.2)の
(S∗, q)の代わりに (T ∗ − S∗, p− q)を代入し，(III.1)を加えると

∫

Ωc

(
C1T

∗ · T ∗ − T ∗ · ε∗(v)−
(
C1T

∗ − ε∗(u)
)
· S∗ + C2F(p)(p− q)

+ p trε(v)− trε(u)q
)
dx ≤

∫

Ωc

f · (u− v) dx+

∫

ΓN

g · (u− v) dSx. (III.3)

のように１つの不等式にまとめられる．逆に，(III.3)において v = u，S∗ = T ∗ ± R∗，q = p± η と
することにより，S∗ = R∗，q = η とした場合の (III.2)が得られる．その結果，不等式 (III.1)も導か
れる．

2 定理の紹介
問題 (∗) の弱形式 (III.3) の数学解析について，[8, Theorem 1] で述べられている定理を紹介する．

まず，関数 F(p)に対して，連続性や有界性に関する以下の３つの仮定を課す．
有界性：次の不等式をみたす定数 b > 0が存在する．

∥F(p)∥L2(Ωc;R) ≤ b∥p∥L2(Ωc;R) (III.4)

強圧性：次の不等式をみたす定数 b ∈ (0, b]が存在する．
∫

Ωc

F(p)p dx ≥ b∥p∥2L2(Ωc;R) (III.5)

擬単調性：pk ∈ L2(Ωc;R)が p ∈ L2(Ωc;R)に弱収束し，lim sup
k→∞

∫

Ωc

F(pk)(pk − p) dx ≤ 0ならば，

lim inf
k→∞

∫

Ωc

F(pk)(pk − q) dx ≥
∫

Ωc

F(p)(p − q) dx ∀q ∈ L2(Ωc;R). (III.6)

このとき，問題 (∗)の解の存在に関する次の定理を得る．

定理 1 ([8, Theorem 1]). f ∈ L2(Ωc;R3)，g ∈ L2(ΓN;R3)とする．F(p)に対して，(III.4)–(III.6)
を仮定する．このとき，擬単調変分不等式 (III.3)の解

u ∈ K, T ∗ ∈ T , p ∈ L2(Ωc;R)

が存在する．さらに，0 < θ < min
(
1/C1, 3b/(C2b

2
)
)，C(f , g) := ∥f∥2L2(Ωc;R3) + Ctr∥g∥2L2(ΓN;R3)

（Ctr は正定数，詳細は後述）とすると，解 (u, T ∗, p)は以下のアプリオリ評価をみたす．

C1(1− θC1)∥T ∗∥2
L2(Ωc;R3×3

sym)
+ C2

(
b− 1

3
C2b

2
θ
)
∥p∥2L2(Ωc;R) ≤

1

2θ
C(f , g), (III.7)

∥ε∗(u)∥L2(Ωc;R3×3
sym) = C1∥T ∗∥L2(Ωc;R3×3

sym), ∥trε(u)∥L2(Ωc;R) ≤ C2b∥p∥L2(Ωc;R). (III.8)

定理 1 の証明は以下の手順でおこなわれる（詳細は [8] 参照）．まず，擬単調変分不等式 (III.3) を，
有限な k ∈ N次元の空間における Galerkin近似と，小さなパラメータ δ > 0をもつペナルティ項を導
入することによって正則化する．
次に，この正則化された問題の解に対するアプリオリ評価を導出する．その際，F(p)の性質 (III.4)–

(III.6)，重み θ 付きの Young の不等式，Korn–Poincaré の不等式：ΓD 上で u = 0 ならば，定数
CKP > 0が存在して，
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∥u∥2L2(Ωc;R3) ≤ CKP∥ε(u)∥2L2(Ωc;R3×3
sym)

, (III.9)

および，(III.9)とトレース作用素の有界性から得られる評価：ΓD 上で u = 0ならば，定数 Ctr > 0が
存在して，

∥u∥2L2(ΓN;R3) ≤ Ctr∥ε(u)∥2L2(Ωc;R3×3
sym)

,

を援用している．このアプリオリ評価により，Brouwerの不動点定理を用いて，正則化された非線形方
程式の解，すなわち (III.3)の近似解，(uk,δ, (T k,δ)∗, pk,δ)の存在が確かめられる．
最後に，上で得られた近似解のアプリオリ評価から，k → ∞ と δ → 0 として，近似解が求める

解 (u, T ∗, p) に収束すること，およびアプリオリ評価 (III.7)–(III.8) が示される．ここでは，Korn–

Poincaré の不等式 (III.9)や F(p)の擬単調性 (III.6)が重要な役割を果たしている．

本稿では，コンクリートや岩石などの多孔性媒質を記述する弾性体モデルとして，線形化された歪み
テンソルが圧力（ここでは平均垂直応力の意味）に依存するモデルを考察した．定理 1では，F(p)が
(III.4)–(III.6) をみたしていれば，解の存在が保証されることを示しているが，そうでない場合には，
F(p)を閾値で正則化したモデルを考えることによって，境界値問題の解の存在性を示すことができる
（[5]，[6]参照）．また，[7]において，本稿で取り組んだ (II.3)のモデルを下記のような一般化した圧縮
性 Kelvin–Voigt粘弾性体へ拡張し，数学解析をおこなった

α1(1 + λ1trT )ε+ α2(1 + λ2trT )(∂tε) = T + (α3trε+ α4tr(∂tε))I.

この形式の特別な場合についての閾値モデルを考えた結果，対応する境界値問題の解の適切性を示し
た．今後も多孔質材料を記述する弾性係数が平均垂直応力に依存する様々な数理モデルの定性理論を構
築し，工学への応用を目指す．
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