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概　要

　本論文ではアダマール空間上で定義された非拡大写像族に対し，共通不動点の近似点列を生成する新
たな手法を提案する．この手法は従来から知られている収縮射影法に類似しているが，固定点を使用せ
ずに点列を生成するという点で従来の手法とは異なっている.

I はじめに

非線形解析における重要な研究分野の一つである不動点理論は，従来より研究されてきたヒルベルト
空間やバナッハ空間等の，いわゆる関数空間上で定義された写像に対してその不動点の存在について解
析するものから，近年では測地距離空間上の写像にまで対象を広げ，盛んに研究されている分野であ
る．とくに，不動点の存在を仮定した上で，その近似法を研究する，いわゆる不動点近似理論について
も多くの研究が日々進められている.

距離空間 X 上の写像 T : X → X が非拡大であるとは，任意の x, y ∈ X に対して

d(Tx, Ty) ≤ d(x, y)

をみたすことをいう．とくに X がヒルベルト空間のときには，非拡大写像に対するさまざまな不動点
近似法が提案されている．本論文では，とくに距離射影を用いた手法の一つである，収縮射影法に注目
する．
収縮射影法による不動点近似法は，Takahashi，Takeuchi，Kubotaによって次の定理の形で提案さ

れた.

定理 1 (Takahashi, Takeuchi, and Kubota [7]). H をヒルベルト空間とし，C を H の空でない閉
凸集合とする．T を C から C への非拡大写像の族とし，ある非拡大写像列 {Tn : C → C}に対して

F =

∞∩
n=1

FixTn =
∩
S∈T

FixS ≠∅
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であり，かつ NST条件 (I)をみたすとする． x0 ∈ H に対して，点列 {xn} ⊂ C と X の部分集合列
{Cn}を次のように生成する: C1 = C, x1 = PC1

x0 とし，各 n ∈ Nに対して

yn = αnxn + (1− αn)Tnxn,

Cn+1 =
∩
i∈I

{z ∈ X | d(yn, z) ≤ d(xn, z)} ∩ Cn,

xn+1 = PCn+1
x0

とする．ただし {αn}は supn∈N αn < 1をみたす [0, 1]の数列であり，PK : X → K は X から空でな
い閉凸集合K への距離射影である．このとき点列 {xn}は PFx0 に収束する.

その後この手法は，バナッハ空間へと拡張 [4, 6]され，さらに実ヒルベルト球や，実ヒルベルト空間
の単位球面の部分集合等の完備測地距離空間を定義域とした写像に対する不動点近似定理 [2, 5]として
も証明されている.

さらに，収縮射影法の類似手法として，[3]では一写像に対する不動点への ∆収束近似点列が提案さ
れた．本論文では，この手法をもとに非拡大写像族に対する共通不動点近似手法を新たに提案し，その
∆収束性を証明した.

II 準　備

距離空間 X 上の 2点 x, y ∈ X に対し，写像 cxy : [0, 1] → X が x, y を端点とする測地線であると
は，次の条件をみたすことをいう.

• cxy(0) = x, cxy(1) = y;

• s, t ∈ [0, 1]に対して d(cxy(s), cxy(t)) = |s− t| d(x, y).

任意の 2点に対してこれらを端点とする測地線が存在するとき，X を測地距離空間という．
一般に，与えられた 2点 x, yに対してそれらを端点とする測地線は一意に定まるとは限らない．とく
に x, yを端点とする測地線 cxy が一意であるとき, cxy の像 cxy([0, 1])を [x, y]とあらわす．またこのと
き，xと yの凸結合が自然に定義される．すなわち，t ∈ [0, 1]に対して (1−t)x⊕ty = cxy(t) ∈ [x, y]と
定義する．凸結合の定義から，wt = (1−t)x⊕tyは d(x,wt) = td(x, y)および d(wt, y) = (1−t)d(x, y)

をみたすことが容易にわかる.

凸結合が定義されると，集合の凸性も自然に定義できる．すなわち，C ⊂ X が凸であるとは，任意
の x, y ∈ C と t ∈ [0, 1]に対して (1− t)x⊕ ty ∈ C をみたすことである．線形空間の凸集合の場合と
同様に, 凸集合の族 {Ci}に対して，

∩
i∈I Ci も凸集合となることも容易にわかる.

測地距離空間X は，以下の条件をみたすとき CAT(0)空間と呼ばれる: 任意の x, y, z ∈ X と x, yを
端点とする測地線 cxy, および t ∈ [0, 1]に対して
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{Cn}を次のように生成する: C1 = C, x1 = PC1

x0 とし，各 n ∈ Nに対して

yn = αnxn + (1− αn)Tnxn,

Cn+1 =
∩
i∈I

{z ∈ X | d(yn, z) ≤ d(xn, z)} ∩ Cn,

xn+1 = PCn+1
x0

とする．ただし {αn}は supn∈N αn < 1をみたす [0, 1]の数列であり，PK : X → K は X から空でな
い閉凸集合K への距離射影である．このとき点列 {xn}は PFx0 に収束する.

その後この手法は，バナッハ空間へと拡張 [4, 6]され，さらに実ヒルベルト球や，実ヒルベルト空間
の単位球面の部分集合等の完備測地距離空間を定義域とした写像に対する不動点近似定理 [2, 5]として
も証明されている.

さらに，収縮射影法の類似手法として，[3]では一写像に対する不動点への ∆収束近似点列が提案さ
れた．本論文では，この手法をもとに非拡大写像族に対する共通不動点近似手法を新たに提案し，その
∆収束性を証明した.

II 準　備

距離空間 X 上の 2点 x, y ∈ X に対し，写像 cxy : [0, 1] → X が x, y を端点とする測地線であると
は，次の条件をみたすことをいう.

• cxy(0) = x, cxy(1) = y;

• s, t ∈ [0, 1]に対して d(cxy(s), cxy(t)) = |s− t| d(x, y).

任意の 2点に対してこれらを端点とする測地線が存在するとき，X を測地距離空間という．
一般に，与えられた 2点 x, yに対してそれらを端点とする測地線は一意に定まるとは限らない．とく
に x, yを端点とする測地線 cxy が一意であるとき, cxy の像 cxy([0, 1])を [x, y]とあらわす．またこのと
き，xと yの凸結合が自然に定義される．すなわち，t ∈ [0, 1]に対して (1−t)x⊕ty = cxy(t) ∈ [x, y]と
定義する．凸結合の定義から，wt = (1−t)x⊕tyは d(x,wt) = td(x, y)および d(wt, y) = (1−t)d(x, y)

をみたすことが容易にわかる.

凸結合が定義されると，集合の凸性も自然に定義できる．すなわち，C ⊂ X が凸であるとは，任意
の x, y ∈ C と t ∈ [0, 1]に対して (1− t)x⊕ ty ∈ C をみたすことである．線形空間の凸集合の場合と
同様に, 凸集合の族 {Ci}に対して，

∩
i∈I Ci も凸集合となることも容易にわかる.

測地距離空間X は，以下の条件をみたすとき CAT(0)空間と呼ばれる: 任意の x, y, z ∈ X と x, yを
端点とする測地線 cxy, および t ∈ [0, 1]に対して

d(cxy(t), z)
2 ≤ (1− t)d(x, z)2 + td(y, z)2 − t(1− t)d(x, y)2

をみたす．X が CAT(0)空間のときは，任意の 2点に対する測地線が一意になることが示されるので，
この不等式は

d((1− t)x⊕ ty, z)2 ≤ (1− t)d(x, z)2 + td(y, z)2 − t(1− t)d(x, y)2

とあらわすことができる．また，完備な CAT(0)空間をアダマール空間という.

アダマール空間 X の空でない閉凸部分集合K と x ∈ X に対して,

d(x, yx) = inf
y∈K

d(x, y)

をみたす yx ∈ K は一意に存在する．この事実を用いて，距離射影 PK : X → K を PKx = yx で定義
する．
距離空間 X 上の写像 T : X → X を考える．z ∈ X が z = Tz をみたすとき，z を T の不動点とい

う．T の不動点全体からなる集合を FixT であらわす．すなわち,

FixT = {z ∈ X | z = Tz}

である．任意の x, y ∈ X に対して d(Tx, Ty) ≤ d(x, y)をみたすとき, T は非拡大であると呼ばれる．
非拡大写像の不動点集合は閉凸集合になることが知られている．とくにアダマール空間上の距離射影
PK は FixPK = K をみたす非拡大写像である.

距離空間 X の有界点列 {xn}に対し，y0 ∈ X が

lim sup
n→∞

d(xn, y0) = inf
y∈X

lim sup
n→∞

d(xn, y)

をみたすとき，y0 を {xn}の漸近的中心という．アダマール空間においては，有界点列の漸近的中心は
一意に定められることが知られている.

アダマール空間の有界点列 {xn} ⊂ X が x0 ∈ X に ∆収束するとは，{xn}の任意の部分列 {xnk
}

に対し，その漸近的中心が x0 になることをいう.

測地距離空間およびアダマール空間に関する詳細は [1]を参照せよ.

III 非拡大写像族の共通不動点近似

定理 2. X をアダマール空間とし，任意の u, v ∈ X に対して X の部分集合 {z ∈ X | d(u, z) ≤
d(v, z)} がつねに凸であると仮定する．添字集合 I をもつ非拡大写像の族 {Ti : X → X | i ∈ I} が
∩

i∈I FixTi ̸= ∅ をみたすとする．点列 {xn} ⊂ X と X の部分集合列 {Cn} を次のように生成する:

x1 ∈ X, C1 = X とし, 各 n ∈ Nに対して
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Cn+1 =
∩
i∈I

{z ∈ X | d(Tixn, z) ≤ d(xn, z)} ∩ Cn,

xn+1 = PCn+1
xn

とする．ただし PK : X → K はX から空でない閉凸集合K への距離射影である．このとき点列 {xn}
は ∩

i∈I FixTi の点に ∆収束する.

証明. F =
∩

i∈I FixTi とする．まずはじめに，任意の n ∈ Nに対して F ⊂ Cn が空でない閉凸集合
であり，xn ∈ X が定義されることを数学的帰納法によって示す．n = 1のときは x1 は与えられた点
であり，F ⊂ C1 = X は明らかである．n = k のときに成り立つと仮定し，n = k + 1のときを考え
る．xk ∈ X は定義されており，各 Ti は非拡大であることから，z ∈ F に対して

d(Tixk, z) ≤ d(xk, z)

が成り立つ．帰納法の仮定より z ∈ F ⊂ Ck であることから

z ∈
∩
i∈I

{z ∈ X | d(Tixk, z) ≤ d(xk, z)} ∩ Ck = Ck+1

となり，F ⊂ Ck+1 を得る．よって Ck+1 は空でないことがわかる．さらに，空間の仮定と距離
の連続性より Ck+1 は閉凸であることもわかるので，距離射影 PCk+1

が存在する．このことから
xk+1 = PCn+1

xn も定義され，したがって n = k + 1の場合も成り立つことが示された.

任意に z ∈ F を固定する．アダマール空間における閉凸集合K への距離射影は，K を不動点集合と
する非拡大写像であることから，z ∈ F ⊂ Cn+1 であることを用いて

d(xn+1, z) = d(PCn+1xn, z) ≤ d(xn, z)

が任意の n ∈ N で成り立つ．よって，{d(xn+1, z)} は単調減少で下に有界な実数列であり，極限
cz = limn→∞ d(xn+1, z) ∈ R が存在する．このことから {xn} が有界であることもわかる. また，
Cn+1 の凸性より，t ∈ ]0, 1[に対して tz ⊕ (1− t)PCn+1xn ∈ Cn+1 が成り立つことから

d(xn+1, xn)
2 = d(PCn+1

xn, xn)
2

≤ d(tz ⊕ (1− t)PCn+1
xn, xn)

2

≤ td(z, xn)
2 + (1− t)d(PCn+1xn, xn)

2 − t(1− t)d(z, PCn+1xn)
2

= td(z, xn)
2 + (1− t)d(xn+1, xn)

2 − t(1− t)d(z, xn+1)
2

となる．これを整理して d(xn+1, xn)
2 ≤ d(z, xn)

2 − (1− t)d(z, xn+1)
2 が得られ，t → 0とすると，任

意の n ∈ Nに対して
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Cn+1 =
∩
i∈I

{z ∈ X | d(Tixn, z) ≤ d(xn, z)} ∩ Cn,

xn+1 = PCn+1
xn

とする．ただし PK : X → K はX から空でない閉凸集合K への距離射影である．このとき点列 {xn}
は ∩

i∈I FixTi の点に ∆収束する.

証明. F =
∩

i∈I FixTi とする．まずはじめに，任意の n ∈ Nに対して F ⊂ Cn が空でない閉凸集合
であり，xn ∈ X が定義されることを数学的帰納法によって示す．n = 1のときは x1 は与えられた点
であり，F ⊂ C1 = X は明らかである．n = k のときに成り立つと仮定し，n = k + 1のときを考え
る．xk ∈ X は定義されており，各 Ti は非拡大であることから，z ∈ F に対して

d(Tixk, z) ≤ d(xk, z)

が成り立つ．帰納法の仮定より z ∈ F ⊂ Ck であることから

z ∈
∩
i∈I

{z ∈ X | d(Tixk, z) ≤ d(xk, z)} ∩ Ck = Ck+1

となり，F ⊂ Ck+1 を得る．よって Ck+1 は空でないことがわかる．さらに，空間の仮定と距離
の連続性より Ck+1 は閉凸であることもわかるので，距離射影 PCk+1

が存在する．このことから
xk+1 = PCn+1

xn も定義され，したがって n = k + 1の場合も成り立つことが示された.

任意に z ∈ F を固定する．アダマール空間における閉凸集合K への距離射影は，K を不動点集合と
する非拡大写像であることから，z ∈ F ⊂ Cn+1 であることを用いて

d(xn+1, z) = d(PCn+1xn, z) ≤ d(xn, z)

が任意の n ∈ N で成り立つ．よって，{d(xn+1, z)} は単調減少で下に有界な実数列であり，極限
cz = limn→∞ d(xn+1, z) ∈ R が存在する．このことから {xn} が有界であることもわかる. また，
Cn+1 の凸性より，t ∈ ]0, 1[に対して tz ⊕ (1− t)PCn+1xn ∈ Cn+1 が成り立つことから

d(xn+1, xn)
2 = d(PCn+1

xn, xn)
2

≤ d(tz ⊕ (1− t)PCn+1
xn, xn)

2

≤ td(z, xn)
2 + (1− t)d(PCn+1xn, xn)

2 − t(1− t)d(z, PCn+1xn)
2

= td(z, xn)
2 + (1− t)d(xn+1, xn)

2 − t(1− t)d(z, xn+1)
2

となる．これを整理して d(xn+1, xn)
2 ≤ d(z, xn)

2 − (1− t)d(z, xn+1)
2 が得られ，t → 0とすると，任

意の n ∈ Nに対して

d(xn+1, xn)
2 ≤ d(z, xn)

2 − d(z, xn+1)
2

が得られる．n → ∞とすると

d(z, xn)
2 − d(z, xn+1)

2 → c2z − c2z = 0

であることから limn→∞ d(xn+1, xn) = 0を得る．ここで, xn+1 ∈ Cn+1 であることから，Cn+1 の定
義より，任意の i ∈ I に対して

0 ≤ d(Tixn, xn+1) ≤ d(xn, xn+1) → 0,

すなわち，d(Tixn, xn+1) → 0を得る．
ここで，x0 ∈ X を有界点列 {xn}の漸近的中心とし，{xn}が x0に∆収束することを示そう．{xnk

}
を {xn}の任意の部分列とし，y0 を {xnk

}の漸近的中心とする．このとき，任意の i ∈ I に対して

lim sup
k→∞

d(xnk
, Tiy0) ≤ lim sup

k→∞
(d(xnk

, Tixnk
) + d(Txnk

, Tiy0))

≤ lim sup
k→∞

d(xnk
, Tixnk

) + lim sup
k→∞

d(Tixnk
, Tiy0)

≤ lim sup
k→∞

d(xnk
, y0)

が成り立つ．よって Tiy0 = y0 が任意の i ∈ I で成り立つこと，すなわち，y0 ∈ F が得られる．このと
き，cy0

= limn→∞ d(xn, y0)に対して

lim sup
n→∞

d(xn, y0) = cy0
= lim

k→∞
d(xnk

, y0) ≤ lim sup
k→∞

d(xnk
, x0) ≤ lim sup

n→∞
d(xn, x0).

よって，有界点列に対する漸近的中心の一意性より x0 = y0 ∈ F が得られ，{xn}は x0 ∈ F に∆収束
することが示された.

この定理において，写像が 1つの場合は [3]で得られた次の定理となる.

定理 3 (Kimura [3]). X をアダマール空間とし，任意の u, v ∈ X に対して X の部分集合 {z ∈ X |
d(u, z) ≤ d(v, z)}がつねに凸であると仮定する．T : X → X を非拡大写像とし，FixT ̸= ∅と仮定す
る. 点列 {xn} ⊂ X とX の部分集合列 {Cn}を次のように生成する: x1 ∈ X, C1 = X とし，各 n ∈ N

に対して

Cn+1 = {z ∈ X | d(Txn, z) ≤ d(xn, z)} ∩ Cn,

xn+1 = PCn+1
xn

とする．このとき点列 {xn}は FixT の点に ∆収束する.
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