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作用素分割法の最適制御問題への応用

松　　下　　慎　　也

概　要

松岡先生が日本大学を定年退職されたことに心よりお祝い申し上げるとともに，これまで多くの有益

な助言や発表の機会を与えて頂いた事に感謝申し上げる．

本稿では，松岡先生のお声がけにより参加させて頂いた RIMS共同研究 「関数空間論とその周辺」

(2023年 3月開催）の講演内容を中心に最近の研究について解説する．

1　はじめに

近年，非線形関数解析学の研究は盛んに行なわれ，著しい進歩を遂げている．非線形関数解析学で本

質的な役割を果たす不動点理論の発展に伴い，単調作用素とその周辺の研究も急速に進んでいる

（[1,6])．下半連続な真凸関数の劣微分は極大単調作用素となるため，その応用性は広く種々の分野で

有効に用いられている．

文献 [3] では，極大単調作用素の包含式の解を反復法によって求める問題に対して，作用素のリゾ

ルベントを用いた点列的近似法を提案して近似列の収束性を示した．この成果は複数の凸関数の和を最

小化する凸最適化問題の解を近似する解法として応用できる．ここでは，[4] の議論に沿って制御工学

における最適制御問題と凸最適化問題の関係を解説し，[3] で提案した点列的近似法を適用することで

得られる結果について報告する．

2　最適制御問題

2.1　状態方程式

次の微分方程式を考える．

 x4(t) = Ax(t) + bu(t)，t ≥ 0, (1)

ここで，x(t) ∈ ℝd，u(t) ∈ ℝ，A ∈ ℝd×dとし，b ∈ ℝdとする．(1) は状態方程式と呼ばれ，工学，物

理学や生物学，経済学や社会学における時間を変数を持つ制御対象を表現できることが知られている．

(1) において x(t) は時刻 tでの状態，u(t) は制御と呼ばれる．状態方程式には次の例が知られている．
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例 2.1.　ロケットの状態方程式 [4, Example 7.2] 宇宙空間にあるロケットを状態方程式 (1) で表現する

と以下のようになる．

 （2）

ただし，x1(t) は時刻 tにおける位置，x2(t) は時刻 tにおける速度，u(t) はロケットに働く力，x(0) 

= ξ = (ξ1
　ξ2)Tは初期状態とする．

状態方程式 (1) が可制御であるとは，任意の初期状態 x(0) = ξ ∈ ℝdに対して，ある終端時刻 T > 0

と制御 u(t)(0 ≤ t ≤ T) が存在して，この u(t) によって状態 x(t) が t = Tで x(T) = 0となるときを

いう．例 2.1の状態方程式 (2) は可制御となることが知られている（例えば，[4, Example 7.5] 参照）．

2.2　L1 最適制御問題

次の問題を考える．

問題 2.1. (L1最適制御問題）状態方程式 (1) は可制御とする．初期状態 ξ と終端時刻 T > 0が与えら

れているとする．この時，x(0) = ξ, x(T) = 0を達成する制御 u(t) で |u(t)| ≤ 1(∀t ∈ [0, T]）を満

たし，かつ

現すると以下のようになる．
[
ẋ1(t)

ẋ2(t)

]

︸ ︷︷ ︸
ẋ(t)

=

[
0 1

0 0

]

︸ ︷︷ ︸
A

[
x1(t)

x2(t)

]

︸ ︷︷ ︸
x(t)

+

[
0

1

]

︸︷︷︸
b

u(t) (2)

ただし，x1(t) は時刻 t における位置，x2(t) は時刻 t における速度，u(t) はロケットに働く力，
x(0) = ξ =

(
ξ1 ξ2

)T

は初期状態とする．

状態方程式 (1) が可制御であるとは，任意の初期状態 x(0) = ξ ∈ Rd に対して，ある終端時刻
T >0と制御 u(t)(0 ≤ t ≤ T )が存在して，この u(t)によって状態 x(t)が t = T で x(T ) = 0とな
るときをいう．例 2.1の状態方程式 (2)は可制御となることが知られている (例えば，[4, Example

7.5]参照)．

2.2 L1 最適制御問題
次の問題を考える．

問題 2.1. (L1 最適制御問題) 状態方程式 (1)は可制御とする．初期状態 ξと終端時刻 T > 0が与
えられているとする．この時，x(0) = ξ, x(T ) = 0を達成する制御 u(t)で |u(t)| ≤ 1 (∀t ∈ [0, T ])

を満たし，かつ ∥u∥L1 =
∫ T

0
|u(t)|dtを最小にするものを見つけよ．

問題 2.1を L1 最適制御問題といい，その解を L1 最適制御という．L1 最適制御問題は最小燃料
問題とも呼ばれ，古くから研究されている (例えば， [2]参照)．問題 2.1は所望の条件を満足する
無限次元空間 L∞[0, T ] の関数を見つける問題となる．
一方，時間軸 [0, T ]を離散化することにより，L1 最適制御問題を有限次元の最適化問題に帰着
させる手法が知られている．ここでは，[4, Chapter 9] で議論された離散化によって構成される凸
最適化問題 (l1 最適化問題)を紹介する．

問題 2.2. (l1 最適化問題)
min
u∈Rn

{∥u∥l1 + iC1
(u) + iC2

(Φu)} , (3)

ここで，n は時間軸の分割数，h = T/n，C1 = {v ∈ Rn : ∥v∥l∞ ≤ 1}, C2 = {ζ}, ∥ · ∥l1 は
l1 ノルム，∥ · ∥l∞ は l∞ ノルム，Ad = eAh，bd =

∫ h

0
eAtbdt，Φ = (An−1

d bd, A
n−2
d bd, . . . , bd)，

ζ = −Adξ，iC は集合 C に対する指示関数，つまり

iC(x) =

{
0 (x ∈ C)
∞ (それ以外)

とする．

問題 2.2の解は，問題 2.1の解 (つまり所望の制御 u(t))を近似するサイズ nのベクトルとなる
ことが知られている．ここで，時間軸の分割数 nを大きくした問題 2.2を解くことで，より精度の

2

を最小にするものを見つけよ．

問題 2.1を L1最適制御問題といい，その解を L1最適制御という．L1最適制御問題は最小燃料問題と

も呼ばれ，古くから研究されている（例えば，[2]参照 )．問題 2.1は所望の条件を満足する無限次元

空間 L ∞ [0, T] の関数を見つける問題となる．

一方，時間軸 [0, T] を離散化することにより，L1 最適制御問題を有限次元の最適化問題に帰着させ

る手法が知られている．ここでは，[4, Chapter 9] で議論された離散化によって構成される凸最適化問

題 (l1 最適化問題）を紹介する．

問題 2.2. (l1最適化問題 )

 

現すると以下のようになる．
[
ẋ1(t)

ẋ2(t)

]

︸ ︷︷ ︸
ẋ(t)

=

[
0 1

0 0

]

︸ ︷︷ ︸
A

[
x1(t)

x2(t)

]

︸ ︷︷ ︸
x(t)

+

[
0

1

]

︸︷︷︸
b

u(t) (2)

ただし，x1(t) は時刻 t における位置，x2(t) は時刻 t における速度，u(t) はロケットに働く力，
x(0) = ξ =

(
ξ1 ξ2

)T

は初期状態とする．

状態方程式 (1) が可制御であるとは，任意の初期状態 x(0) = ξ ∈ Rd に対して，ある終端時刻
T >0と制御 u(t)(0 ≤ t ≤ T )が存在して，この u(t)によって状態 x(t)が t = T で x(T ) = 0とな
るときをいう．例 2.1の状態方程式 (2)は可制御となることが知られている (例えば，[4, Example

7.5]参照)．

2.2 L1 最適制御問題
次の問題を考える．

問題 2.1. (L1 最適制御問題) 状態方程式 (1)は可制御とする．初期状態 ξと終端時刻 T > 0が与
えられているとする．この時，x(0) = ξ, x(T ) = 0を達成する制御 u(t)で |u(t)| ≤ 1 (∀t ∈ [0, T ])

を満たし，かつ ∥u∥L1 =
∫ T

0
|u(t)|dtを最小にするものを見つけよ．

問題 2.1を L1 最適制御問題といい，その解を L1 最適制御という．L1 最適制御問題は最小燃料
問題とも呼ばれ，古くから研究されている (例えば， [2]参照)．問題 2.1は所望の条件を満足する
無限次元空間 L∞[0, T ] の関数を見つける問題となる．
一方，時間軸 [0, T ]を離散化することにより，L1 最適制御問題を有限次元の最適化問題に帰着
させる手法が知られている．ここでは，[4, Chapter 9] で議論された離散化によって構成される凸
最適化問題 (l1 最適化問題)を紹介する．

問題 2.2. (l1 最適化問題)
min
u∈Rn

{∥u∥l1 + iC1
(u) + iC2

(Φu)} , (3)

ここで，n は時間軸の分割数，h = T/n，C1 = {v ∈ Rn : ∥v∥l∞ ≤ 1}, C2 = {ζ}, ∥ · ∥l1 は
l1 ノルム，∥ · ∥l∞ は l∞ ノルム，Ad = eAh，bd =

∫ h

0
eAtbdt，Φ = (An−1

d bd, A
n−2
d bd, . . . , bd)，

ζ = −Adξ，iC は集合 C に対する指示関数，つまり

iC(x) =

{
0 (x ∈ C)
∞ (それ以外)

とする．

問題 2.2の解は，問題 2.1の解 (つまり所望の制御 u(t))を近似するサイズ nのベクトルとなる
ことが知られている．ここで，時間軸の分割数 nを大きくした問題 2.2を解くことで，より精度の

2

 （3）

ここで，nは時間軸の分割数，h = T/n，C1 = {v ∈ ℝn : ∥v∥l  ∞ ≤ 1}, C2 = { ζ }，∥·∥l1は l1 ノルム， 

∥·∥l  ∞は l ∞ノルム，

現すると以下のようになる．
[
ẋ1(t)

ẋ2(t)

]

︸ ︷︷ ︸
ẋ(t)

=

[
0 1

0 0

]

︸ ︷︷ ︸
A

[
x1(t)

x2(t)

]

︸ ︷︷ ︸
x(t)

+

[
0

1

]

︸︷︷︸
b

u(t) (2)

ただし，x1(t) は時刻 t における位置，x2(t) は時刻 t における速度，u(t) はロケットに働く力，
x(0) = ξ =

(
ξ1 ξ2

)T

は初期状態とする．

状態方程式 (1) が可制御であるとは，任意の初期状態 x(0) = ξ ∈ Rd に対して，ある終端時刻
T >0と制御 u(t)(0 ≤ t ≤ T )が存在して，この u(t)によって状態 x(t)が t = T で x(T ) = 0とな
るときをいう．例 2.1の状態方程式 (2)は可制御となることが知られている (例えば，[4, Example

7.5]参照)．

2.2 L1 最適制御問題
次の問題を考える．

問題 2.1. (L1 最適制御問題) 状態方程式 (1)は可制御とする．初期状態 ξと終端時刻 T > 0が与
えられているとする．この時，x(0) = ξ, x(T ) = 0を達成する制御 u(t)で |u(t)| ≤ 1 (∀t ∈ [0, T ])

を満たし，かつ ∥u∥L1 =
∫ T

0
|u(t)|dtを最小にするものを見つけよ．

問題 2.1を L1 最適制御問題といい，その解を L1 最適制御という．L1 最適制御問題は最小燃料
問題とも呼ばれ，古くから研究されている (例えば， [2]参照)．問題 2.1は所望の条件を満足する
無限次元空間 L∞[0, T ] の関数を見つける問題となる．
一方，時間軸 [0, T ]を離散化することにより，L1 最適制御問題を有限次元の最適化問題に帰着
させる手法が知られている．ここでは，[4, Chapter 9] で議論された離散化によって構成される凸
最適化問題 (l1 最適化問題)を紹介する．

問題 2.2. (l1 最適化問題)
min
u∈Rn

{∥u∥l1 + iC1
(u) + iC2

(Φu)} , (3)

ここで，n は時間軸の分割数，h = T/n，C1 = {v ∈ Rn : ∥v∥l∞ ≤ 1}, C2 = {ζ}, ∥ · ∥l1 は
l1 ノルム，∥ · ∥l∞ は l∞ ノルム，Ad = eAh，bd =

∫ h

0
eAtbdt，Φ = (An−1

d bd, A
n−2
d bd, . . . , bd)，

ζ = −Adξ，iC は集合 C に対する指示関数，つまり

iC(x) =

{
0 (x ∈ C)
∞ (それ以外)

とする．

問題 2.2の解は，問題 2.1の解 (つまり所望の制御 u(t))を近似するサイズ nのベクトルとなる
ことが知られている．ここで，時間軸の分割数 nを大きくした問題 2.2を解くことで，より精度の

2

ζ =－Ad ξ，iC は集

合 Cに対する指示関数，つまり

現すると以下のようになる．
[
ẋ1(t)

ẋ2(t)

]

︸ ︷︷ ︸
ẋ(t)

=

[
0 1

0 0

]

︸ ︷︷ ︸
A

[
x1(t)

x2(t)

]

︸ ︷︷ ︸
x(t)

+

[
0

1

]

︸︷︷︸
b

u(t) (2)

ただし，x1(t) は時刻 t における位置，x2(t) は時刻 t における速度，u(t) はロケットに働く力，
x(0) = ξ =

(
ξ1 ξ2

)T

は初期状態とする．

状態方程式 (1) が可制御であるとは，任意の初期状態 x(0) = ξ ∈ Rd に対して，ある終端時刻
T >0と制御 u(t)(0 ≤ t ≤ T )が存在して，この u(t)によって状態 x(t)が t = T で x(T ) = 0とな
るときをいう．例 2.1の状態方程式 (2)は可制御となることが知られている (例えば，[4, Example

7.5]参照)．

2.2 L1 最適制御問題
次の問題を考える．

問題 2.1. (L1 最適制御問題) 状態方程式 (1)は可制御とする．初期状態 ξと終端時刻 T > 0が与
えられているとする．この時，x(0) = ξ, x(T ) = 0を達成する制御 u(t)で |u(t)| ≤ 1 (∀t ∈ [0, T ])

を満たし，かつ ∥u∥L1 =
∫ T

0
|u(t)|dtを最小にするものを見つけよ．

問題 2.1を L1 最適制御問題といい，その解を L1 最適制御という．L1 最適制御問題は最小燃料
問題とも呼ばれ，古くから研究されている (例えば， [2]参照)．問題 2.1は所望の条件を満足する
無限次元空間 L∞[0, T ] の関数を見つける問題となる．
一方，時間軸 [0, T ]を離散化することにより，L1 最適制御問題を有限次元の最適化問題に帰着
させる手法が知られている．ここでは，[4, Chapter 9] で議論された離散化によって構成される凸
最適化問題 (l1 最適化問題)を紹介する．

問題 2.2. (l1 最適化問題)
min
u∈Rn

{∥u∥l1 + iC1
(u) + iC2

(Φu)} , (3)

ここで，n は時間軸の分割数，h = T/n，C1 = {v ∈ Rn : ∥v∥l∞ ≤ 1}, C2 = {ζ}, ∥ · ∥l1 は
l1 ノルム，∥ · ∥l∞ は l∞ ノルム，Ad = eAh，bd =

∫ h

0
eAtbdt，Φ = (An−1

d bd, A
n−2
d bd, . . . , bd)，

ζ = −Adξ，iC は集合 C に対する指示関数，つまり

iC(x) =

{
0 (x ∈ C)
∞ (それ以外)

とする．

問題 2.2の解は，問題 2.1の解 (つまり所望の制御 u(t))を近似するサイズ nのベクトルとなる
ことが知られている．ここで，時間軸の分割数 nを大きくした問題 2.2を解くことで，より精度の

2

とする．

問題 2.2の解は，問題 2.1の解（つまり所望の制御 u(t))を近似するサイズ nのベクトルとなること

が知られている．ここで，時間軸の分割数 nを大きくした問題 2.2を解くことで，より精度の高い近似

解を得ることができる．即ち，大規模な l1最適化問題を高速・高精度に解くための最適化アルゴリズ

現すると以下のようになる．
[
ẋ1(t)

ẋ2(t)

]

︸ ︷︷ ︸
ẋ(t)

=

[
0 1

0 0

]

︸ ︷︷ ︸
A

[
x1(t)

x2(t)

]

︸ ︷︷ ︸
x(t)

+

[
0

1

]

︸︷︷︸
b

u(t) (2)

ただし，x1(t) は時刻 t における位置，x2(t) は時刻 t における速度，u(t) はロケットに働く力，
x(0) = ξ =

(
ξ1 ξ2

)T

は初期状態とする．

状態方程式 (1) が可制御であるとは，任意の初期状態 x(0) = ξ ∈ Rd に対して，ある終端時刻
T >0と制御 u(t)(0 ≤ t ≤ T )が存在して，この u(t)によって状態 x(t)が t = T で x(T ) = 0とな
るときをいう．例 2.1の状態方程式 (2)は可制御となることが知られている (例えば，[4, Example

7.5]参照)．

2.2 L1 最適制御問題
次の問題を考える．

問題 2.1. (L1 最適制御問題) 状態方程式 (1)は可制御とする．初期状態 ξと終端時刻 T > 0が与
えられているとする．この時，x(0) = ξ, x(T ) = 0を達成する制御 u(t)で |u(t)| ≤ 1 (∀t ∈ [0, T ])

を満たし，かつ ∥u∥L1 =
∫ T

0
|u(t)|dtを最小にするものを見つけよ．

問題 2.1を L1 最適制御問題といい，その解を L1 最適制御という．L1 最適制御問題は最小燃料
問題とも呼ばれ，古くから研究されている (例えば， [2]参照)．問題 2.1は所望の条件を満足する
無限次元空間 L∞[0, T ] の関数を見つける問題となる．
一方，時間軸 [0, T ]を離散化することにより，L1 最適制御問題を有限次元の最適化問題に帰着
させる手法が知られている．ここでは，[4, Chapter 9] で議論された離散化によって構成される凸
最適化問題 (l1 最適化問題)を紹介する．

問題 2.2. (l1 最適化問題)
min
u∈Rn

{∥u∥l1 + iC1
(u) + iC2

(Φu)} , (3)

ここで，n は時間軸の分割数，h = T/n，C1 = {v ∈ Rn : ∥v∥l∞ ≤ 1}, C2 = {ζ}, ∥ · ∥l1 は
l1 ノルム，∥ · ∥l∞ は l∞ ノルム，Ad = eAh，bd =

∫ h

0
eAtbdt，Φ = (An−1

d bd, A
n−2
d bd, . . . , bd)，

ζ = −Adξ，iC は集合 C に対する指示関数，つまり

iC(x) =

{
0 (x ∈ C)
∞ (それ以外)

とする．

問題 2.2の解は，問題 2.1の解 (つまり所望の制御 u(t))を近似するサイズ nのベクトルとなる
ことが知られている．ここで，時間軸の分割数 nを大きくした問題 2.2を解くことで，より精度の

2
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ムを開発することが重要となる．

2.3　l1 最適化問題に対する解法

文献 [3] で提案した点列的近似法を問題 2.2に適用すると，以下のようになる．

 

高い近似解を得ることができる．即ち，大規模な l1 最適化問題を高速・高精度に解くための最適
化アルゴリズムを開発することが重要となる．

2.3 l1 最適化問題に対する解法
文献 [3]で提案した点列的近似法を問題 2.2に適用すると，以下のようになる．




xk =

{
xk (k:偶数)

xk + t(xk − xk−1) (k:奇数)

vi,k =

{
vi,k (k:偶数)

vi,k + t(vi,k − vi,k−1) (k:奇数)
(∀i ∈ {1, 2})

p1,k = proxτ∥·∥l1

(
xk − τ

2

2∑
i=1

LT
i vi,k

)

w1,k = 2p1,k − xk{
p2,i,k = σi(I − PCi)(

1
σi
vi,k + 1

2Liw1,k)

w2,i,k = 2p2,i,k − vi,k

(∀i ∈ {1, 2})

z1,k = w1,k − τ

2

2∑
i=1

L∗
iw2,i,k

xk+1 = xk + λ(z1,k − p1,k){
z2,i,k = w2,i,k + σi

2 Li(2z1,k −w1,k)

vi,k+1 = vi,k + λ(z2,i,k − p2,i,k)
(∀i ∈ {1, 2})

(4)

ここで，(x0,v1,0,v2,0) = (x1,v1,1,v2,1) ∈ Rn × Rn × Rd，λ ∈ (0, 2)，t ∈ ((2 − λ)/λ)，
L1 = In，L2 = Φ，prox∥·∥l1

は l1 ノルムに対する近接写像，PCi
は集合 Ci の上への距離射影，

τ, σ1, σ2 ∈ (0,∞) は τ
∑2

i=1 σi∥Li∥2 < 4 を満たすとする．この時，(4)によって生成された点列
{p1,k} と {z1,k} は問題 2.2 の解に収束する．(4) を一般化した近似列の構成方法については文献
[3]を参照すると良い．
時間軸の分割数を n = 1000 として (4) を問題 2.2 に適用した．(2) の状態方程式における

A，b，ξ を用いる事にして，終端時刻を T = 5，初期状態を ξ = (1, 1)T と設定した．繰り返
し回数 k = 5000 における近似解を図 1 の左図に示す．また，近似解に対応する状態の軌跡{
(x1(t) x2(t))

T : 0 ≤ t ≤ 5
} を図 1の右図に示す．

問題 2.2を解くことで L1 最適制御問題の近似解を得ることができる．図 1の左図から，L1 最適
制御は 0の値を多くとる制御となり，得られた制御を現実の問題に利用する際には，燃料や電力の
消費を抑える効果が期待できる．一方，L1 最適制御 (図 1では 0，±1の値を短時間に急激に変化
させる制御)は，モーターやエンジンに過度な負担をかける事になるため実用的とは言えない．

2.4 L1/L2 最適制御問題
次に，文献 [5]で提案された以下の問題を考える．
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図 1 左図は提案した (4) を適用して得られた近似解のグラフ．右図は，近似解に対応する状態
{x(t) =

(
x1(t) x2(t)

)T

(0 ≤ t ≤ 5)}の軌跡．初期状態 x(0) = (1 1)T から x(5) = (0 0)T

に遷移しているのがわかる．

問題 2.3. (L1/L2 最適制御問題) 状態方程式 (1)は可制御とする．η > 0とし，初期状態 ξ と終
端時刻 T > 0 が与えられているとする．この時，x(0) = ξ, x(T ) = 0 を達成する制御 u(t) で
|u(t)| ≤ 1 (∀t ∈ [0, T ]) を満たし，かつ η∥u∥L1 + 1

2∥u∥
2
L2 を最小にするものを見つけよ．ここで，

∥u∥L2 =
√∫ T

0
|u(t)|2dt．

問題 2.3を L1/L2 最適制御問題といい，その解を L1/L2 最適制御という．η はノルムの影響を
調整するためのパラメータである．問題 2.1と問題 2.3を比較すると，問題 2.3には L2 ノルムの
2剰の項が追加されている．この工学的な意義については文献 [4, Chapter 10]を参照すると良い．
次の凸最適化問題を考える．

問題 2.4. (l1/l2 最適化問題)

min
u∈Rn

{
η∥u∥l1 +

1

2
∥u∥2l2 + iC1

(u) + iC2
(Φu)

}
, (5)

ここで，∥ · ∥l2 は l2 ノルム，その他は問題 2.2の場合と同じ設定である．

2.5 l1/l2 最適化問題に対する解法
文献 [3]で提案した点列的近似法は，問題の要求に合わせて項 ((1/2)∥ · ∥2l2)を追加した問題 2.4

にも柔軟に適用できる．問題 2.4に対する近似列は (4)に改良を追加することで得られる．詳細は
文献 [3]を参照するとよい．ここでは提案手法を適用して得られる近似解を紹介する．
時間軸の分割数を n = 1000として提案手法を問題 2.4に適用した．(2)の状態方程式における

A，b，ξ を用いる事にして，終端時刻を T = 5，初期状態を ξ = (1, 1)T と設定した．η = 1と設
定して，繰り返し回数 k = 5000における近似解を図 2の左図に示す．また，近似解に対応する状
態の軌跡 {

(x1(t) x2(t))
T : 0 ≤ t ≤ 5

} を図 2の右図に示す．
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調整するためのパラメータである．問題 2.1と問題 2.3を比較すると，問題 2.3には L2 ノルムの
2剰の項が追加されている．この工学的な意義については文献 [4, Chapter 10]を参照すると良い．
次の凸最適化問題を考える．

問題 2.4. (l1/l2 最適化問題)

min
u∈Rn

{
η∥u∥l1 +

1

2
∥u∥2l2 + iC1

(u) + iC2
(Φu)

}
, (5)

ここで，∥ · ∥l2 は l2 ノルム，その他は問題 2.2の場合と同じ設定である．

2.5 l1/l2 最適化問題に対する解法
文献 [3]で提案した点列的近似法は，問題の要求に合わせて項 ((1/2)∥ · ∥2l2)を追加した問題 2.4

にも柔軟に適用できる．問題 2.4に対する近似列は (4)に改良を追加することで得られる．詳細は
文献 [3]を参照するとよい．ここでは提案手法を適用して得られる近似解を紹介する．
時間軸の分割数を n = 1000として提案手法を問題 2.4に適用した．(2)の状態方程式における

A，b，ξ を用いる事にして，終端時刻を T = 5，初期状態を ξ = (1, 1)T と設定した．η = 1と設
定して，繰り返し回数 k = 5000における近似解を図 2の左図に示す．また，近似解に対応する状
態の軌跡 {

(x1(t) x2(t))
T : 0 ≤ t ≤ 5

} を図 2の右図に示す．
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図 2　�左図は提案手法を適用して得られた近似解のグラフ．右図は，近似解に対応する状態 
{x(t) = (x1(t)　x2(t))T(0 ≤ t ≤ 5)} の軌跡．初期状態 x(0) = (1 1)Tから x(5) = (0 0)Tに
遷移しているのがわかる．

図 2 左図は提案手法を適用して得られた近似解のグラフ．右図は，近似解に対応する状態
{x(t) =

(
x1(t) x2(t)

)T

(0 ≤ t ≤ 5)}の軌跡．初期状態 x(0) = (1 1)T から x(5) = (0 0)T

に遷移しているのがわかる．

図 1と図 2の左図の近似解を比較すると，図 2の方が値の変化が緩やかになっていることがわか
る．これにより，l1/l2 最適化問題を解くことでなるべく燃料や電力を消費せず，モータやエンジ
ンへの負担を軽減できる制御を求める事ができるようになる．

3 終わりに
本稿では，文献 [3]で得られた極大単調作用素の包含の解を近似する反復法の結果を，最適制御

問題に適用する方法について重点を置いて解説した．
RIMS 共同研究では，幅広い研究分野の先生方と交流する場と研究成果を発表する機会を与えて

頂いた．松岡先生に改めて感謝申し上げるとともに，先生の益々のご活躍をお祈り申し上げる．
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