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概　要

　バナッハ空間の幾何学的定数の一つである skewnessを考察する．この定数は Ritt[7]による gener-

alized inner product の考察に関連し，Fitzpatrick ら [2] によって導入された．この定数を用いてヒ
ルベルト空間やいくつかの幾何学的性質を特徴づけることができる．本研究では，Fitzpatrickらによ
る skewness による uniformly non-square の特徴づけに関する定理について再考察することを目的と
する．

X を dimX ≥ 2なる実バナッハ空間とし，SX = {x ∈ X : ∥x∥ = 1}とおく．

定義 1（[2]） バナッハ空間 X の skewness s(X)を

s(X) = sup
{
⟨x, y⟩ − ⟨y, x⟩ : x, y ∈ SX

}

と定義する．ここで ⟨·, ·⟩は

⟨x, y⟩ = ∥x∥ lim
t→+0

∥x+ ty∥ − ∥x∥
t

(x, y ∈ X)

である．

上で定めた ⟨·, ·⟩ は，Ritt[7] によって与えられたバナッハ空間における generalized inner product

であり，したがって skewnessは generalized inner productの対称性の度合いを表す定数である．
初めに skewnessの諸性質を述べる．明らかに，任意のバナッハ空間 X に対し

0 ≤ s(X) ≤ 2.

*1 Keywords. uniformly non-square, non-square skewness.

　本研究は JSPS科研費 JP21K03275の助成を受けたものである.
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また，s(X)は norming functional を用いて次のように表すことができる．

定義 2 X をバナッハ空間とし，x( ̸= 0) ∈ X とする．x∗ ∈ X∗ が x の norming functional である
とは，∥x∗∥∗ = 1かつ x∗(x) = ∥x∥をみたすときをいい，xの norming functional全体を D(X,x)と
かく．

補題 1（[2]） 任意のバナッハ空間 X に対し

s(X) = sup
{
x∗(y)− y∗(x) : x, y ∈ SX , x∗ ∈ D(X,x)，y∗ ∈ D(X, y)

}
．

これを用いて次が示された．

命題 1（[2]） (i) X がヒルベルト空間であることと s(X) = 0は同値．
(ii) バナッハ空間 X とその双対空間 X∗ に対し s(X∗) = s(X)．

次に単位球の幾何学的性質の一つである uniformly non-square性について考える．

定義 3 バナッハ空間 X が uniformly non-square であるとは，ある δ > 0が存在し，

x, y ∈ SX =⇒ min(∥x+ y∥, ∥x− y∥) ≤ 2(1− δ)

のときを言う．

定理 1（[2]） X をバナッハ空間とする．このときX が uniformly non-squareであることと s(X) < 2

は同値．

この定理は generalized inner product を用いて証明された．ここでは補題 1 を用いた別証明を与
える．

((⇒) の別証明) s(X) = 2 とする．補題 1 から，各 n ∈ N に対し，ある xn, yn ∈ SX , x∗
n ∈

D(X,xn), y
∗
n ∈ D(X, yn) があって，

x∗
n(yn)− y∗n(xn) > 2− 1

n

である．よって
2− 1

n
< x∗

n(yn)− y∗n(xn) ≤ x∗
n(yn) + 1 ≤ 2．
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のときを言う．

定理 1（[2]） X をバナッハ空間とする．このときX が uniformly non-squareであることと s(X) < 2

は同値．

この定理は generalized inner product を用いて証明された．ここでは補題 1 を用いた別証明を与
える．

((⇒) の別証明) s(X) = 2 とする．補題 1 から，各 n ∈ N に対し，ある xn, yn ∈ SX , x∗
n ∈

D(X,xn), y
∗
n ∈ D(X, yn) があって，

x∗
n(yn)− y∗n(xn) > 2− 1

n

である．よって
2− 1

n
< x∗

n(yn)− y∗n(xn) ≤ x∗
n(yn) + 1 ≤ 2．

n → ∞とすると

x∗
n(yn) → 1, y∗n(xn) → −1 (1)

が分かる．さらに，x∗
n(xn + yn)を考える．(1)より

x∗
n(xn + yn) = x∗

n(xn) + x∗
n(yn) = 1 + x∗

n(yn) → 2 (n → ∞)

これと

x∗
n(xn + yn) ≤ ∥x∗

n∥∥xn + yn∥ = ∥xn + yn∥ ≤ 2

より

∥xn + yn∥ → 2 (2)

が分かる．同様に，y∗n(yn − yn)を考える．(1)より

y∗n(yn − xn) = y∗n(yn)− y∗n(xn) = 1− y∗n(xn) → 2 (n → ∞)

これと

y∗n(yn − xn) ≤ ∥y∗n∥∥yn − xn∥ = ∥yn − xn∥ ≤ 2

より

∥yn − xn∥ → 2. (3)

よって，(2), (3)から X が uniformly non-squareでないことが分かる．したがって (⇒)が示せた．

(⇐) つまり，s(X) < 2ならばX が uniformly non-squareであることは補題 1を用いて証明するこ
とができなかった．その代わりとして uniformly non-squareより弱い次の性質を考える．

定義 4 バナッハ空間 X が non-squareであるとは，

x, y ∈ SX =⇒ min(∥x+ y∥, ∥x− y∥) < 2

のときを言う．

定義から，明らかに uniformly non-square ならば non-square である．補題 1 を用いて次を証明
する．

命題 2 X をバナッハ空間とする．このとき s(X) < 2ならば X は non-squareである．
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(証明) X は non-squareでないとする．このとき，ある x, y ∈ SX が存在して

∥x+ y∥ = ∥x− y∥ = 2.

ここで
z =

x+ y

2
∈ SX , w =

x− y

2
∈ SX

とおき，z∗ ∈ D(X, z), w∗ ∈ D(X,w)をとる．

z∗(z) = z∗
(
x+ y

2

)
= 1

より
2 = z∗(x+ y) = z∗(x) + z∗(y) ≤ 1 + z∗(y) ≤ 2．

よって z∗(x) = 1, z∗(y) = 1．つまり z∗ ∈ D(X,x) ∩D(X, y)．同様に，w∗ ∈ D(X,x) ∩D(X,−y)

である．よって
z∗(x)− w∗(y) = 1 + 1 = 2, w∗ ∈ D(X,x), z∗ ∈ D(X, y)

であり，補題 1より s(X) = 2 である．

定理 1から，s(X) < 2ならば X は uniformly non-squareであり，したがって s(X) < 2ならば X

は non-squareであるが，上のように直接示すことができる．

次に具体的な空間における skewness の計算を考察する．2 次元の ℓ∞ 空間を ℓ2∞ とおく．ℓ2∞ は
uniformly non-squareでないから定理 1より s(ℓ2∞) = 2である．ここでは補題 1を改良した次の補題
を用いて s(ℓ2∞)を直接計算する．

補題 2（[4]） X = (R2, ∥ · ∥)とする．このとき，

s(X) = sup{s(X,x, y) : x, y ∈ ext(BX)}，

ここで，
s(X,x, y) = sup{x∗(y)− y∗(x) : x∗ ∈ D(X,x), y∗ ∈ D(X, y)}，

ext(BX) は BX の端点全体の集合である．

X = ℓ2∞ とおく．このとき ext(BX)は次のように表すことができる．

ext(BX) = {(1, 1), (1,−1), (−1, 1), (−1,−1)}．
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を用いて s(ℓ2∞)を直接計算する．

補題 2（[4]） X = (R2, ∥ · ∥)とする．このとき，

s(X) = sup{s(X,x, y) : x, y ∈ ext(BX)}，

ここで，
s(X,x, y) = sup{x∗(y)− y∗(x) : x∗ ∈ D(X,x), y∗ ∈ D(X, y)}，

ext(BX) は BX の端点全体の集合である．

X = ℓ2∞ とおく．このとき ext(BX)は次のように表すことができる．
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初めに，x = (1, 1), y = (1,−1) を考える．x の norming functional として x∗ = (1, 0), y の
norming functional として y∗ = (0,−1) を選ぶと

x∗(y)− y∗(x) = ⟨(1, 0), (1,−1)⟩ − ⟨(0,−1), (1, 1)⟩ = 1 + 1 = 2．

よって，補題 2より s(X) = 2．

注意 一般に，
s(X) = sup{⟨x, y⟩ − ⟨y, x⟩ : x, y ∈ ext(BX)}, (4)

は成立しない．実際，上の例 (X = ℓ2∞)で考えると，x = (1, 1), y = (1,−1)のとき，

⟨x, y⟩ = ∥x∥∞ lim
t→+0

∥x+ ty∥∞ − ∥x∥∞
t

= lim
t→+0

∥(1 + t, 1− t)∥∞ − 1

t

= lim
t→+0

(1 + t)− 1

t
= 1，

⟨y, x⟩ = ∥y∥∞ lim
t→+0

∥y + tx∥∞ − ∥y∥∞
t

= lim
t→+0

∥(1 + t,−1 + t)∥∞ − 1

t

= lim
t→+0

(1 + t)− 1

t
= 1

より
⟨x, y⟩ − ⟨y, x⟩ = 0.

その他の ext(BX) の元 x, y においても ⟨x, y⟩ − ⟨y, x⟩ = 0．よって，(4) の右辺は 0 である．左辺は
s(X) = 2であったから (4)は成立しない．

その他の skewnessに関する研究については [1, 3, 5, 6]を参照のこと．
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